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Вступ 

Для студентів факультету заочного, дистанційного навчання та 

підготовки іноземних громадян спеціальності 122 «Комп’ютерні науки» 

освітньої програми «Комп’ютерні науки» навчальним планом передбачені 

лекційні і практичні заняття з вищої математики протягом настановчої та під 

час екзаменаційної сесій. Проте дані заняття мають більш оглядовий характер. 

Їхня мета – акцентувати увагу на основних розділах курсу, виділити окремі 

питання програми (найважливіші, складні для розуміння або недостатньо 

детально висвітлені в рекомендованій літературі), сформулювати основні 

теореми та вивести ключові формули, а також детально розібрати найбільш 

значущі практичні задачі. Цього зазвичай недостатньо для глибокого засвоєння 

навчального матеріалу, тому студентам-заочникам слід багато працювати над 

матеріалом самостійно, використовуючи підручники, навчальні посібники та 

інші джерела. В цьому їм повністю допоможуть ці методичні вказівки, які 

містять усі необхідні теоретичні відомості, що доповнюються достатньою 

кількістю розв’язаних практичних задач. 

Мета курсу вищої математики – побудувати науковий та інтелектуальний 

фундамент, а на ньому сформувати знання, уміння й навички, необхідні для 

успішного вивчення напрямних дисциплін спеціальності. Набуті знання 

повинні бути достатніми, щоб майбутні фахівці могли опрацьовувати 

математичні моделі, пов’язані з їх подальшою практичною діяльністю, а по 

можливості й складати такі моделі. 

Сучасні комп’ютерні науки досить суттєво використовують 

математичний апарат. Тому актуальним завданням дисципліни є ознайомлення 

студентів з основами математичних методів.  

У процесі вивчення курсу дисципліни «Вища математика» студент-

заочник освітньої програми «Комп’ютерні науки» має самостійно виконати  

контрольну роботу, яка складається з ряду практичних задач, сформульованих у 

відповідності до робочої програми. 
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Виконання контрольної роботи є обов’язковим етапом у навчальному 

процесі для здобувача освіти. Вона дає можливість глибше засвоїти 

теоретичний матеріал, набути практичних навичок та перевірити власне 

розуміння вивченого матеріалу.  

В результаті виконання контрольної роботи здобувачі набувають таких 

навичок: розвивати первинні навички математичних прикладних питань: 

переклад реальної задачі на адекватну математичну мову, вибір оптимального 

методу дослідження, інтерпретація результату дослідження та оцінка його 

точності; доведення, розв’язання задачі до кінцевого результату – числа, 

графіка, точного якісного висновку і т.д., застосовуючи при цьому 

обчислювальні засоби, таблиці, довідники; уміння самостійно розбиратися у 

математичному апараті, який застосовується у літературі зі спеціальності; 

розвивати аналітичне мислення, виховувати у студентів прикладну 

математичну культуру, необхідну інтуїцію та ерудицію у питаннях 

застосування математики. 

В освітній програмі: «Комп’ютерні науки» підготовки бакалавра студенти 

в результаті вивчення дисципліни «Вища математика» набувають таких 

компетентностей: здатність до абстрактного мислення, аналізу та синтезу; 

здатність застосовувати знання у практичних ситуаціях; здатність вчитися й 

оволодівати сучасними знаннями; здатність до пошуку, оброблення та аналізу 

інформації з різних джерел. 

Результати навчання за спеціальністю 122 «Комп’ютерні науки»  

передбачають: застосовувати знання основних форм і законів абстрактно-

логічного мислення, основ методології наукового пізнання, форм і методів 

вилучення, аналізу, обробки та синтезу інформації в предметній області 

комп'ютерних наук; використовувати сучасний математичний апарат 

неперервного та дискретного аналізу, лінійної алгебри, аналітичної геометрії, в 

професійній діяльності для розв’язання задач теоретичного та прикладного 

характеру в процесі проектування та реалізації об’єктів інформатизації. 
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1. Теоретичний матеріал для виконання контрольної роботи № 2. 

1.1. Інтегральне числення функцій однієї змінної. 

Поняття первісної, невизначеного інтегралу. Таблиця інтегралів. Основні 

методи інтегрування. Інтегрування раціональних функцій. Визначений інтеграл 

та його застосування в геометрії. Формула Ньютона-Лейбніца. Невласний 

інтеграл І та ІІ роду. 

Література: [2], [3], [8-10], [12]. 

Невизначений інтеграл 

Функція  xF  називається первісною для функції  xf  на відрізку  ba, , 

якщо    xfxF  ,  bax , . 

Якщо  xF  є первісною для  xf , то і кожна функція виду   CxF   

також буде первісною для  xf . 

Множина всіх первісних для функції  xf  називається невизначеним 

інтегралом від функції  xf  і позначається      CxFdxxf . 

Таблиця основних інтегралів 

1.   Cxdx  
2.

 
)1(

1

1







nC
x

dxx



  

3.
 
  Cx

x

dx
ln  4.

 
  C

a

a
dxa

x
x

ln
 

5.   Cedxe xx  6.   Cxxdx cossin  

7.
 

 Cxxdx sincos  8.
 
  Cxtgxdx cosln  

9.   Cxctgxdx sinln  
10. Ctgx

x

dx
 2cos

 

11.
 

Cctgx
x

dx
 2sin

 12.   C
x

tg
x

dx

2
ln

sin
 

13.

 
 








 C

x
tg

x

dx

24
ln

cos


 14.

 
 


C

a

x

xa

dx
arcsin

22
 

15.
 
 


CAxx

Ax

dx 2

2
ln  16.

 
 


C

a

x
arctg

aax

dx 1
22

 

17.  






C

ax

ax

aax

dx
ln

2

1
22
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Властивості невизначеного інтеграла 

1. Невизначений інтеграл від диференціала деякої функції дорівнює сумі 

цієї функції і довільної сталої: 

  CxFdxxfdxxFxdF )()()()( . 

2. Похідна від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральній функції: 

    )()()()( xfxFCxFdxxf 





 . 

3. Диференціал від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральному 

виразу: 

    dxxfdxdxxfdxxfd )()()( 


  . 

4. Сталий множник можна винести за знак інтеграла: 

  dxxfCdxxCf )()( . 

5. Невизначений інтеграл від алгебраїчної суми двох функцій дорівнює 

алгебраїчній сумі інтегралів від цих функцій: 

    dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

6. Якщо   CxFdxxf )()(  і )(xu   − довільна функція, що має 

неперервну похідну, то   CuFdxuf )()( . 

Основні методи інтегрування 

1) Метод безпосереднього інтегрування 

Обчислення невизначеного інтеграла з використанням таблиці інтегралів 

та властивостей інтегралів називають безпосереднім інтегруванням. Для 

обчислення  невизначеного інтеграла виконують тотожні перетворення 

підінтегральної функції, щоб звести інтеграл до табличного. 

2) Метод підстановки (заміни змінної) 

Інтегрування шляхом введення нової змінної (метод підстановки) 

базується на формулі: 

CxFCtFdttf

xt

dttdx

tx

dtttfdxxf 







  




))(()()(

)(

)(

)(

)())(()( 1

1









  
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де )(tx   – диференційовна функція змінної .t  

3) Метод інтегрування частинами 

Якщо дві функції )(),( xvvxuu   диференційовані від x , то має місце 

формула: 

  vduuvudv  

В якості u  зазвичай обирається функція, яка після диференціювання 

спрощується, а в якості dv  – все, що залишилося. 

Рекомендації до застосування методу інтегрування частинами 

udv  u  dv  

 xdxxP ln)(  xu ln  

dxxPdv )(  

 xdxxP arcsin)(  xu arcsin  

 xdxxP arccos)(  xu arccos  

 arctgxdxxP )(  arctgxu   

 arcctgxdxxP )(  arcctgxu   

 dxexP kx)(  

)(xPu   

dxedv kx  

 kxdxxP sin)(  kxdxdv sin  

 kxdxxP cos)(  kxdxdv cos  

Інтегрування раціональних дробів. 

Раціональною функцією (раціональним дробом) називають відношення 

многочленів 

.
)(

)(
)(

0
1

1

0
1

1

bxbxb

axaxa

xQ

xP
xR

m
m

m
m

n
n

n
n

m

n














  

Якщо степінь многочлена в чисельнику менше за степінь многочлена у 

знаменнику ( mn  ), то дріб називають правильним і неправильним у 

протилежному випадку ( mn  ). 
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Будь-який неправильний раціональний дріб можна зобразити як суму 

многочлена (цілої частини) і правильного раціонального дробу: 

,
)(

)(
~

)(
)(

)(

xQ

xP
xR

xQ

xP

m
mn

m

n    

де )(xR mn — ціла частина дробу ;
)(

)(

xQ

xP

m

n  )(
~

xP  — остача від ділення )(xPn  на 

)(xQm . 

Елементарним дробом називають правильний раціональний дріб одного з 

трьох типів: 

I.  









.lnln CaxACtA

t
dt

A
dxdt

axt
ax

dx
Adx

ax
A

 

II. 
   











 dxdt

axt

ax

dx
Adx

ax

A
nn

  

   












 .

))(1(11 11

1

C
axn

A
C

tn

A
C

n
t

AdttA
t

dt
A

nn

n
n

n
 

III. dx
qpxx

NMx





2

  

Розв’язання: 

1) знаходимо похідну від квадратного тричлену, що розташований у 

знаменнику: 

  pxqpxx 


 22 . 

2) завдяки тотожнім перетворенням приводимо знайдену похідну до 

лінійного виразу, що містив заданий інтеграл у чисельнику: 

  NMxN
Mp

px
M


2

2
2

 

3) отриманий вираз підставляємо у чисельник, розбиваємо інтеграл на 

суму двох інтегралів та знаходимо кожен окремо: 

   
dx

qpxx

N
Mp

dx
qpxx

px
M

dx
qpxx

N
Mp

px
M

dx
qpxx

NMx




















2222

2
2

22
2

2  
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   
 

;ln
2

ln
222

2
2

2
2

2

2

221

Cqpxx
M

Ct
M

t
dtM

dxpxdt

qpxxt

qpxx

dxpxM
dx

qpxx

px
M

I

















   

















 

qpxx

dx
N

Mp
dx

qpxx

N
Mp

I
222 2

2 (виділимо повний квадрат у 

знаменнику)= 

































42

2

44

2 2222
2 p

q
p

x

dx
N

Mp

q
pp

pxx

dx
N

Mp
 

а) якщо 0
4

2
2

 а
p

q , то маємо 



















 

42

2 22
p

q
p

x

dx
N

Mp
 

;

4

2

4

22

2
2

2

2

22

22
2

2

C
p

q

p
x

arctg
p

q

N
Mp

C
a
t

arctg
a

N
Mp

аt

dx
N

Mp

dxdt

p
xt

а
p

x

dx
N

Mp


































































 

 

б) якщо 0
44

2
22









 аq

pp
q , то маємо  





















 

42

2 22
p

q
p

x

dx
N

Mp




















 

2
2

2

2
a

p
x

dx
N

Mp
 

;

42

42ln

4
2

2
ln

2

2

2
2

2

2

2

22

C

q
pp

x

q
pp

x

q
p

N
Mp

C
at
at

a

N
Mp

аt

dx
N

Mp

dxdt

p
xt

















































 
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Отже 212
IIdx

qpxx

NMx





 . 

Теорема  (про розклад на суму елементарних дробів). 

Будь-який правильний раціональний дріб розкладається на суму 

елементарних раціональних дробів, коефіцієнти яких знаходяться за методом 

невизначених коефіцієнтів.  

Правило інтегрування раціональної функції: 

1) Виділити цілу частину, якщо підінтегральна функція 
)(

)(
)(

xQ

xP
xR

m

n  –  

2) неправильний дріб: ,
)(

)(
~

)(
)(

)(

xQ

xP
xR

xQ

xP

m
mn

m

n    

де дріб 
)(

)(
~

xQ

xP

m

 є правильним і нескоротним. 

3) Розкласти знаменник )(xQm  на множники вигляду kах )(   та 

sqpxх )( 2  , де 042  qp , k , s  – цілі додатні числа. 

4) Кожному множнику kах )(   поставити у відповідність елементарні 

дроби 
    ax

A

ax

A

ax

A
k

k
k

k




 1
1

1 ,,,  , а кожному множнику sqpxх )( 2   

поставити у відповідність елементарні дроби 

   
.,,,

2
11

12

11

2 qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM
s

ss
s

ss














    

5) Прирівняти 
)(

)(
~

xQ

xP

m

 до суми всіх знайдених елементарних дробів, 

звести їх до спільного знаменника )(xQm  і прирівняти чисельники знайденої 

суми до ).(
~

xP  

6) Обчислити невизначені коефіцієнти iii CMA ,, , надаючи х  конкретних 

значень, або з умови, що рівні многочлени повинні мати рівні коефіцієнти 
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(тобто прирівняти коефіцієнти при однакових степенях х  у лівій та правій 

частинах дробу). 

7) Записати розклад раціональної функції на суму найпростіших 

раціональних функцій. 

8) Проінтегрувати знайдену суму і визначити dx
xQ

xP

m

n )(

)(
. 

Інтегрування тригонометричних функцій 

І Інтеграл виду  dxxxR )cos,(sin , де R – раціональна функція від xsin  і 

xcos  за допомогою так званої універсальної тригонометричної підстановки  

);(,
2

 x
x

tgt  

зводиться до інтеграла від раціональної функції. При цьому: 

,
1

2

2
1

2
2

sin
2

2 t

t

x
tg

x
tg

x






  ,
1

1

2
1

2
1

cos
2

2

2

2

t

t
x

tg

x
tg

x








  .

1

2
,2

2t

dt
dxtarctgx




 

Цю підстановку застосовують до знаходження інтегралів виду 


 cxbxa

dx

sincos
, 

завдяки якій цей інтеграл перетворюється у інтеграл від раціонального дробу. 

ІІ Інтеграли вигляду xdxx mn cossin  

1. Якщо хоча б одне з чисел m або n — непарне, то відокремлюють від 

непарного степеня один співмножник і виражають із допомогою формули  

1cossin 22  xx  

парний степінь, що залишився. Отже, якщо n додатне непарне число, то 

зробимо підстановку tx cos , а якщо m то .sin tx   

2. Якщо ж m та n — парні числа, то степені понижують, переходячи до 

подвійного аргументу за допомогою формул: 

,
2

2cos1
cos2 x

x


 .
2

2cos1
sin 2 x

x


  
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III Інтеграли вигляду  

  nxdxmx cossin ,   nxdxmx sinsin ,   nxdxmx coscos  

Їх обчислюють розкладанням підінтегральної функції в суму за 

формулами: 

 ,)sin()sin(
2

1
cossin xnmxnmnxmx 

 

 ,)cos()cos(
2

1
coscos xnmxnmnxmx 

 

 ,)cos()cos(
2

1
sinsin xnmxnmnxmx   

IV Інтеграли вигляду  dxctgxtgxR ),( , де R – раціональна функція 

відносно tgx і ctgx розв’язуються за допомогою підстановки  

.
1

,
1

,
2t

dt
dx

t
ctgxttgx


  

Визначений інтеграл 

Нехай функція  xf  визначена на відрізку  ba;  і 

bxxxxxxxa nnii   11210   - довільне розбиття цього 

відрізка на n  частинних відрізків  ii xx ,1 , nx ,1 . На кожному з них виберемо 

довільну точку i  і складемо суму  



n

i
iin xfI

1

 , 1 iii xxx . Число nI  

називається інтегральною сумою функції  xf , що відповідає даному розбиттю 

відрізка  ba,  і вибору точок i . Позначимо ix max , ni 1 . 

Якщо існує скінчена границя інтегральної суми nI  при 0 , що не 

залежить ні від способу розбиття відрізка  ba, , ні від вибору точок i , то ця 

границя називається визначеним інтегралом від функції  xf  на відрізку  ba,  і 

позначається  
b

a

dxxf , тобто 
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   



n

i
iin

b

a

xfIdxxf
100

limlim 


. 

Число a  називають нижньою, число b  - верхньою межею визначеного 

інтеграла. 

Якщо  xF  - первісна для  xf , тобто    xfxF   на  ba, , то 

     aFbFdxxf
b

a

  (формула Ньютона-Лейбніца). Різницю    aFbF   

записують також у вигляді  b

a
xF . 

Основні властивості визначеного інтеграла 

1. Визначений інтеграл від алгебраїчної суми скінченного числа функцій 

дорівнює алгебраїчній сумі визначених інтегралів цих функцій: 

   
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 

2. Сталий множник можна винести за знак визначеного інтеграла: 

 
b

a

b

a

dxxfCdxxCf )()( . 

3. Від переставляння меж інтегрування інтеграл змінює знак на 

протилежний: 

 
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . 

4. Визначений інтеграл з однаковими межами інтегрування дорівнює 

нулю: 

0)( 
a

a

dxxf . 

5. Величина визначеного інтеграла не залежить від позначення змінної 

інтегрування: 

 
b

a

b

a

b

a

dzzfdttfdxxf )()()( . 

6. Відрізок інтегрування можна розбити на частини: 
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 
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

7. Якщо всюди на відрізку ];[ ba  маємо )(0)( baxf  , то 

 
b

a

dxxf 0)( . 

8. Якщо всюди на відрізку ];[ ba  маємо )()()( baxgxf  , то 

 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

9. Якщо функція )(xf  інтегрована на відрізку ];[ ba )( ba  , то  

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( . 

Методи обчислення визначених інтегралів 

1) Метод безпосереднього інтегрування 

Метод безпосереднього інтегрування полягає у використанні таблиці 

інтегралів, властивостей визначеного інтеграла. 

2) Метод заміни змінної 

За допомогою підстановки )(tx   інтеграл зводиться до іншого 

визначеного інтеграла з новою змінною t , яка буде змінюватись на відрізку 

],[ 21 tt , де )( 1ta  , )( 2tb  . Таким чином,  

  ,)()()(
2

1

dtttfdxxf
t

t

b

a

    

де функції )(t  і )(t  неперервні на відрізку ],[ 21 tt , а тому і функція  )(tf   є 

визначена і неперервна на цьому ж відрізку.  

Часто замість заміни )(tx   застосовують підстановку )(xt  . У 

цьому випадку межі 1t  і 2t  визначаються безпосередньо за формулами )(1 at  , 

)(2 bt  . 
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Важливо те, що заміняючи змінну у визначеному інтегралі, знаходять 

також нові межі інтегрування, і надалі вже не повертаються до початкової 

змінної. 

3) Метод інтегрування частинами 

Якщо  xu  і  xv  - неперервно диференційовні функції на  ba, , то 

справедлива формула інтегрування частинами  

 
b

a

b

a

b

a

vduuvudv . 

Застосування визначеного інтеграла 

Обчислення площі плоскої фігури 

Якщо на відрізку  ba,  функція )(xfy   неперервна і 0)( xf , то площу 

криволінійної трапеції, обмеженої кривою )(xfy   і прямими ax  , by  , 

0y  знаходять за формулою 


b

a

dxxfS )( . 

Якщо функція )(xfy   на відрізку  ba,  змінює знак, то  


b

a

dxxfS )( . 

Площу фігури, обмеженої кривими  xfy 1  і  xfy 2      xfxf 21   та 

прямими ax   і bx   знаходять за формулою  

     
b

a

dxxfxfS 12 . 

Довжина дуги кривої 

Якщо плоска крива задана рівнянням )(xfy  ,  baх ,  функція )(xf  і 

)(xf   похідна неперервні на  ba, , то довжина дуги цієї кривої виражається 

інтегралом 

 
b

a

dxxfl 2))((1 . 
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Якщо крива задана параметричними рівняннями  txx  ,  tyy  , 

  ,t , то  

 
2

1

22 )()(
t

t

dttytxl . 

Обчислення об’єму тіла 

Нехай )(xS  – площа поперечного перерізу тіла площиною, 

перпендикулярною до осі Ox  у точці з абсцисою  baхx ,,  , причому )(xS  – 

неперервна функція на відрізку  ba, . Тоді об’єм тіла виражається інтегралом  

 
b

a

dxxSV . 

Об’єм тіла обертання криволінійної трапеції навколо осі Ox , якщо вона 

обмежена неперервною лінією )(xfy  ,  baх ,  віссю Ox  і прямими ax   і 

bx   , обчислюється за формулою 

   
b

a

b

a

dxydxxfV 22  . 

Якщо криволінійна трапеція, яка обмежена неперервною лінією )(yx  , 

 dcy , , віссю ординат і прямими cy   і dy  , обертається навколо осі Oy, 

то об’єм тіла обертання обчислюється за формулою 

   
b

a

b

a

dyxdyуV 22  . 

Невласні інтеграли 

Невласні інтеграли першого роду 

Інтеграли з нескінченними межами інтегрування (невласні інтеграли 

першого роду). Нехай функція )(xf  визначена на проміжку  ;a  і 

інтегрована на будь-якому відрізку ];[ ba , де  ba . Тоді, якщо існує 
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скінченна границя 


b

a
b

dxxf )(lim , її називають невласним інтегралом першого 

роду і позначають 


a

dxxf )( . Таким чином, за означенням 







b

a
b

a

dxxfdxxf )(lim)( . 

Якщо існує скінченна границя, то інтеграл називається збіжним. Якщо ж 

границя не існує або нескінченна, то інтеграл є розбіжним. 

Аналогічне означення невласного інтеграла на проміжку  a;  







b

a
a

b

dxxfdxxf )(lim)( , 

а також  









b

c
b

c

a
a

dxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)( . 

де c  − довільне дійсне число. 

Ознаки збіжності невласних інтегралів першого роду 

1) (ознака порівняння) 

Якщо на проміжку  ;a  функції )(xf  і )(xg  неперервні і 

задовольняють умову )()(0 xgxf  , то із збіжності інтеграла 


a

dxxg )(  

випливає збіжність інтеграла 


a

dxxf )( , а із розбіжності інтеграла 


a

dxxf )(  

випливає розбіжність інтеграла 


a

dxxg )(  (ознака порівняння) 

2) (гранична ознака порівняння) 

Якщо існує границя 


kk
xg

xf

x
0,

)(

)(
lim , ( 0)(,0)(  xgxf ), то 

інтеграли 


a

dxxf )(  і 


a

dxxg )(  або одночасно збігаються, або розбігаються. 
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3) Якщо інтеграл 


a

dxxf )(  збігається, то збігається і невласний інтеграл 




a

dxxf )( , причому він називається абсолютно збіжним. 

Невласні інтеграли другого роду 

Нехай функція )(xf  визначена на проміжку  ba; . Точку bx   назвемо 

особливою точкою функції )(xf , якщо )(xf  при 0 bx . Нехай 

функція )(xf  інтегровна на відрізку  ba;  при довільному 0  такому, що 

ab   . Тоді якщо існує скінченна границя 










b

a

dxxf )(lim
0

, 

то її називають невласним інтегралом другого роду і позначають 


b

a

dxxf )( . Отже, за означенням  











b

a

b

a

dxxfdxxf )(lim)(
0

 

Якщо існує скінченна границя, то інтеграл називається збіжним. Якщо ж 

границя не існує або нескінченна, то інтеграл є розбіжним. 

Аналогічно якщо ax   − особлива точка, то 





b

a

b

a

dxxfdxxf


)(lim)(
0

 

Якщо )(xf  необмежена в околі якої-небудь внутрішньої точки  bac ; , 

то  









b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf





)(lim)(lim)(

00
 

Ознаки збіжності невласних інтегралів другого роду аналогічні ознакам 

для інтегралів першого роду. 

 

 



21 
 

1.2. Диференціальне числення функції багатьох змінних. 

Функція багатьох змінних. Градієнт функції. Похідна за напрямком. Дотична 

площина. Нормаль до поверхні. Локальний екстремум функції двох змінних. 

Необхідна умова локального екстремуму. Достатня умова локального 

екстремуму. 

Література: [7], [9], [11], [12]. 

Поняття функції двох змінних 

Нехай кожній впорядкованій парі чисел ),( yx  із деякої області D  за 

деяким правилом або законом ставиться у відповідність одне цілком певне 

дійсне значення z E . Тоді z  називається функцією двох змінних; х  та у  – 

незалежними змінними, D  – областю визначення функції, E  – область значень 

функції. Позначається функція двох змінних у вигляді рівності ),( yxfz  . 

Аналогічно можна ввести поняття функції трьох змінних ( , , )u f x y z . 

Частинною похідною 
дx

дz
 від функції ),( yxfz   по змінній х  називається 

границя  

0

( , ) ( , )
lim .
x

дz f x x y f x y

дх x 

  



 

Аналогічне означення частинної похідної 
ду

дz
 по y . 

0

( , ) ( , )
lim
y

дz f x y y f x y

дх y 

  



 

Таким чином, частинною похідною першого порядку по x  від функції 

),( yxfz   називається похідна по x , обчислена з припущення, що y  − стала. 

Частинною похідною по y  від функції ),( yxfz   називається похідна по 

y , обчислена з припущення, що x  − стала. 

Повний диференціал першого порядку функції двох змінних: 

dy
дy

дz
dx

дx

дz
dz  . 
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Частинними похідними другого порядку від функції ),( yxfz   

називаються частинні похідні від її перших похідних: 

2 2

2 2

2 2

; ;

; .

д z д дz д z д дz

дх дх дх ду ду ду

д z д дz д z д дz

дхду ду дх дудх дх ду

  
    

   

  
    

   

 

Похідні у другому рядку називаються мішаними частинними похідними 

другого порядку. Доведено, що 
дyдx

zд

дxдy

zд 22

 . 

Диференціал другого порядку знаходять за формулою: 

2

2

22
2

2

2
2 2 dy

дy

zд
dxdy

дxдy

zд
dx

дx

zд
zd  . 

Похідна за напрямком та градієнт функції 

Похідна функції ( , , )u f x y z  в точці ( , , )М x y z  за напрямом вектора 

( , , )x y zl l l l


 обчислюється за формулою: 

cos cos cos
М М ММ

u u u u

x y zl
  

   
  
  

, 

де cos , cos , cos    − напрямні косинуси вектора l


. 

2 2 2
x y zl l l l



   , 

2 2 2
cos x

x y z

l

l l l
 

 
,

2 2 2
cos y

x y z

l

l l l
 

 
, 

2 2 2
cos z

x y z

l

l l l
 

 
. 

Градієнт функції ( , , )u f x y z  в точці ( , , )M x y z  знаходять за формулою: 

М
М ММ

u u u
grad u i j k

x y z

    
     
  

. 

Дотична площина та нормаль до поверхні 

Якщо кожній парі чисел x  та y  з деякої множини відповідає єдине 

значення z , яке разом з x  і y  задовольняє рівняння 0),,( zyxF , то це 
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рівняння визначає неявну функцію ),( yxz  , частинні похідні якої 

знаходяться за формулами: 

.;
z

y

z

x

F

F

дy

дz

F

F

дx

дz









  

Рівняння 0),,( zyxF  визначає  в просторі Oxyz  деяку поверхню. Рівнянь 

дотичної площини в точці ),,( 0000 zyxМ  даної поверхні має вигляд: 

0)()()( 000

000







































zz

z

F
уу

y

F
хх

x

F

МММ

. 

Нормаль до поверхні в точці 0М  – пряма, яка проходить через точку 0М  

перпендикулярно до дотичної площини в цій точці. Вона задається рівнянням:  

000

000

МММ z

F

zz

y

F

уу

x

F

хх















































 

Необхідна та достатня умови локального екстремуму функції 

Нехай точка );( 00 yxP  називається точкою максимуму (мінімуму) функції 

),( yxfz  , якщо існує окіл точки );( 00 yxP  такий, що для будь-якої точки ),( yx  

із цього околу виконується нерівність );( 00 yxf ),( yxf  ( );( 00 yxf ),( yxf ). 

Оскільки функція двох змінних ),( yxfz   визначається лише в малому 

околі точки );( 00 yxP , то його називають локальним. 

Для функції двох змінних ),( yxfz   необхідні і достатні умови мають 

наступний вигляд. 

Необхідні умови існування екстремуму функції ),( yxfz  : 




















0

0

y

z

x

z

  );( 00 yxP  − екстремум 

Достатні умови існування екстремуму функції ),( yxfz  : 
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P
x

z
A

2

2




 ,    

P
yx

z
B






2

,    
P

y

z
C

2

2




 ; 

2BAC
CB

BA
 . 

1) якщо 0 , то екстремум існує і якщо 0 , 0A , то точка P  є 

точкою мінімуму. 

2) якщо 0 , то екстремум існує і якщо 0 , 0A , то точка P  є 

точкою максимуму. 

3) якщо 0 , то точка P не є екстремум. 

4) якщо 0 , потрібно подальше дослідження. 
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1.3. Диференціальні рівняння. 

Загальний розв’язок диференціального рівняння. Частинний розв’язок 

диференціального рівняння. Задача Коші. Диференціальні рівняння з 

відокремлюваними змінними. Однорідні диференціальні рівняння першого 

порядку. Лінійні диференціальні рівняння першого порядку. Лінійні однорідні 

та неоднорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами. 

Література: [1], [2], [4-6], [8], [9], [12-17]. 

Загальні поняття та означення 

Диференціальним рівнянням називається рівняння, яке пов’язує 

незалежну змінну, невідому функцію та її похідну. Порядок диференціального 

рівняння визначається найвищим порядком похідної.  

Загальний вигляд диференціального рівняння першого порядку:  

0),,( yyxF   або ),( yxfy   

де x  – незалежна змінна, у  – невідома функція, у  – її похідна.  

Загальним розв’язком диференціального рівняння називається будь-яка 

функція, яка задовольняє цьому рівнянню (тобто функція при підстановці якої в 

задане рівняння одержуємо тотожність).  

Кожний розв’язок, отриманий із загального розв’язку при певному 

значенні сталої С  називається частинним розв’язком.  

Для знаходження частинного розв’язку необхідно задати умови 

00)( уху  , які називаються частинними умовами.  

Задача знаходження частинного розв’язку при заданих початкових 

умовах називається задачею Коші 

Диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними 

Рівняння виду:  

,0)()()()(  dxxQyPdyyNxM  

де )(хM , )( уN , )( yP , )(xQ  – неперервні функції, називається 

диференціальним рівнянням з відокремлюваними змінними. Поділивши обидві 
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частини такого рівняння на вираз )()( yPуМ  , одержимо диференціальне 

рівняння з відокремленими змінними:  

.
)(

)(

)(

)(
dx

хМ

xQ
dy

yP

yN
  

Для знаходження розв’язання такого рівняння необхідно проінтегрувати 

його обидві частини: 

,
)(

)(

)(

)(
Сdx

хМ

xQ
dy

yP

yN
   де constC  . 

Однорідні диференціальні рівняння першого порядку 

Диференціальне рівняння ),( yxfy   називається однорідним, якщо має 

місце тотожність ),(),( yxftytxf  .  

Функцію ),( yxf  можна записати ),1(,1),( u
x

y
fyxf 








 , де 

x

y
u  . 

Тобто функція ),( yxf  фактично залежить від однієї змінної 
x

y
u  , звідки 

uxy  , а uuxy  . Якщо в однорідному диференціальному рівнянні 

),( yxfy   шукану функцію )(xy  замінити на uxy  , то одержимо 

диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними. 

Лінійні диференціальні рівняння першого порядку 

Рівняння виду  

)()( xfyxpy  , 

де )(xp  і )(xf  – неперервні функції, називається лінійним диференціальним 

рівнянням.  

Загальний розв’язок такого рівняння знаходиться у вигляді добутку двох 

функцій )()( xvxuy   Враховуючи що, vuvuy   задане рівняння набуває 

вигляду: 

)()( xfuvxpvuvu   або )())(( xfvxpvuvu  . 

Так як одна з функції u  або v  може бути обрана довільно, виберемо v  

таким чином, щоб 0)(  vxpv  тоді )(xfvu  . Невідомі функції )(хu  і )(хv  
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знайдемо з системи диференціальних рівнянь, кожне з яких є диференціальним 

рівнянням з відокремлюваними змінними: 









).(

,0)(

xfvu

vxpv
 

Лінійні однорідні та неоднорідні диференціальні рівняння  зі сталими 

коефіцієнтами 

Лінійне неоднорідне диференціальне рівняння зі сталими коефіцієнтами 

має вигляд 

)(xfqyypy  , 

де qp,  – числа. 

Загальний розв’язок ( ЗНy ) даного рівняння складається із суми загального 

розв’язку відповідного однорідного рівняння ( ЗОy ) та частинного розв’язку 

( ЧНy ) даного неоднорідного рівняння, тобто  

ЧНЗОЗН уyy  . 

Спочатку знаходять ЗОy , розв’язавши відповідне однорідне рівняння  

0 qyypy . 

Характеристичне рівняння по відношенню до цього рівняння має вигляд: 

02  qpkk . 

Загальний розв'язок однорідного рівняння залежить від вигляду коренів 

характеристичного рівняння 












 


2

42

2,1

qpp
k , можливі три випадки: 

№ 

з/п 
Корені рівняння Загальний розв’язок 

1. 

Дійсні різні 

042  qpD  

21 kk   

xkxk
ЗО eCeCy 21

21   

2. 

Дійсні рівні 

042  qpD  

21 kk   

kxkx
ЗО xeCeCy 21   
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3. 

Комплексно-спряжені 

042  qpD  

biak 2,1 , 1i  

 bxCbxCey ax
ЗО sincos 21   

Частинний розв’язок ЧНy  знаходять методом невизначених коефіцієнтів, 

використовуючи вигляд правої частини )(xf . Можливі такі випадки: 

1. Нехай )()( xPexf n
x ,  

де многочлен     1
10)( nn

n xaxaxP nn axa  1 . 

Тоді частинний розв’язок шукаємо у вигляді 

1) )(xQey n
x

ЧН
 , якщо 2,1k  (не є коренем характеристичного 

рівняння); 

2) )(xQхey n
x

ЧН
 , якщо 21 kk   (є простим коренем 

характеристичного рівняння); 

3) )(2 xQeхy n
x

ЧН
 , якщо 21 kk   (є двократним коренем 

характеристичного рівняння). 

  1
10)( nn

n xAxAxQ nn AxA 1 , ( nААА ,,, 10   – невідомі сталі 

коефіцієнти, які знаходять методом невизначених коефіцієнтів). 

2. Нехай )sincos()( xbxaexf x   , тоді частковий розв’язок 

1) )sincos( xВxАey x
ЧН   , якщо 2,1kі    (не є коренем 

характеристичного рівняння); 

2) )sincos( xВxАхey x
ЧН   , якщо 2,1kі    (є коренем 

характеристичного рівняння). 

Якщо функція )(xf  містить лише один доданок із синуса або косинуса, то 

частинний розв’язок ЧНy  все одно записують з обома доданками. 

Для диференціального рівняння другого порядку загальний розв’язок 

містить дві довільні сталі. Задача Коші ставиться так:  

Знайти такий розв’язок, який би задовольняв умови 00 , yyyy  , при 

.0xx   
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2. Контрольна робота №2 

Завдання №1 

Знайти невизначені інтеграли ( ) .f x dx
 

№ Варіанта Вигляд функції ( )f x  

1. 

1) 
2 9

( ) ;
3

х
f x

х





 2) 

3

2

3 2
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
ln 2

( ) ;
x

f x
x




 
4) ( ) (2 3) ;xf x x e   

5) 
2

2

3 4
( ) ;

( 4)

x x
f x

x x

 


  
6) 5 2( ) sin cos .f x x x  

2. 

1) 
3 64

( ) ;
4

х
f x

х





 2) 

23 2 1
( ) ;

2

x x
f x

x

 
  

3) cos 2( ) sin 2 ;xf x e x
 

4) 2

(4 1)
( ) ;

cos

x
f x

x


  

5) 
3 13

( ) ;
( 5)( 2)

x
f x

x x




   
6) 2( ) sin 6 .f x x  

3. 

1) 
2 8 16

( ) ;
4

х x
f x

х

 



 2) 

5 2

2

5 4 5
( ) ;

2

x x
f x

x

 
  

3) 
1

2
( ) ;

cos

tgxe
f x

x




 

4) ( ) (4 2)cos ;f x x x   

5) 
2

2

4 8
( ) ;

( 2)

x x
f x

x x

 


  
6) ( ) cos5 cos7 .f x x x  

4. 

1) 
2 2 8

( ) ;
2

х x
f x

х

 



 2) 

4 9 2 25
( ) ;

15

x x

x
f x

  
  

3) 
3

2
( ) ;

sin

ctgx
f x

x


 
4) ( ) (6 3)sin ;f x x x   

5) 2

5 9
( ) ;

81

x
f x

x




  
6) 7( ) cos .f x x  
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5. 

1) 
2 121

( ) ;
11

х
f x

х





 2) 

22 3
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3)  
4

( ) 2 5 ;f x x 
 

4) 
 

2

4
( ) ;

sin

x
f x

x


  

5) 
3 1

( ) ;
( 2)( 1)

x
f x

x x




   
6) 

5

8

sin
( ) .

cos

x
f x

x
  

6. 

1) 
3 27

( ) ;
3

х
f x

х





 2) 

8

2

2 5
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 2

4
( ) ;

cos

tgx
f x

x




 
4) 3

ln
( ) ;

x
f x

x
  

5) 
2

2

4 3 15
( ) ;

( 5)

x x
f x

x x

 


  
6) 2( ) cos .

2

x
f x   

7. 

1) 
2 4 5

( ) ;
1

х x
f x

х

 



 2) 

2 4
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
2

arcsin
( ) ;

1

x
f x

x


  
4) 

 
2

1
( ) ;

cos

x
f x

x


  

5) 
10 53

( ) ;
( 6)( 1)

x
f x

x x




   
6) 8 3( ) sin cos .f x x x  

8. 

1) 
2( 4)( 5)

( ) ;
2

x x
f x

х

 



 2) 

4 15 2 30
( ) ;

30

x x

x
f x

  
  

3) 2

1
( ) ;

cos (3 1)
f x

x tgx


  
4) ( ) cos10 ;f x x x  

5) 
3 9

( ) ;
( 7)( 1)

x
f x

x x




   
6) ( ) cos20 cos5 .f x x x  

9. 

1) 
3 125

( ) ;
5

х
f x

х





 2) 

3

2

2 1
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
2

1
( ) ;

9 4ln
f x

x x


  
4)  ( ) 2 5 cos ;f x x x   

5) 
2

2

8 16
( ) ;

( 2) ( 1)

x x
f x

x x

 


   
6) 3( ) cos .f x x  
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10. 

1) 
2 9 14

( ) ;
7

х x
f x

х

 



 2) 

23 5 2
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
2

( ) ;
1

arctgx
f x

x


  
4) ( ) (6 5)cos ;f x x x   

5) 
15 5

( ) ;
( 4)( 1)

x
f x

x x




   
6) 

5

3

sin
( ) .

cos

x
f x

x
  

11. 1) 2( 9)
( ) ;

3

х x
f x

х





 

2) 3

2

2 7
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
 sin ln

( ) ;
x

f x
x


 

4)  ( ) 6 ;xf x x e   

5) 
8 74

( ) ;
( 3)( 11)

x
f x

x x




   
6) 4( ) cos .f x x  

12. 1) 3 64
( ) ;

4

х
f x

х





 

2) 26 5 3
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3)  
35 4( ) 2 ;f x x x 

 
4) 2

3 2
( ) ;

sin

x
f x

x


  

5) 
14 12

( ) ;
( 4)

x
f x

x x




  
6) 2( ) sin cos .f x x x  

13. 1) 2 6 16
( ) ;

2

х x
f x

х

 



 

2) 5 9 4 64
( ) ;

24

x x

x
f x

  
  

3) 
3 4 ln

( ) ;
x

f x
x




 
4) ( ) (3 1)ln ;f x x x   

5) 2

11 2
( ) ;

4

x
f x

x




  
6) 2( ) sin ;

4

x
f x   

14. 1) 3 2 2
( ) ;

1

х x x
f x

х

 



 

2) 4 2

2

2 10 2
( ) ;

x x x
f x

x

 
  

3) 
2

3
( ) ;

8

x
f x

x


  
4) ( ) (2 7)sin ;f x x x   

5) 
4 8

( ) ;
( 7)( 3)

x
f x

x x




   
6) 3 8( ) sin cos .f x x x  
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15. 1) 2 3 18
( ) ;

3

х x
f x

х

 



 

2) 53 2 3
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
2

2 3
( ) ;

cos

x
f x

x


 
4)  ( ) 4 ln ;f x x x   

5) 
7 22

( ) ;
( 1)( 6)

x
f x

x x




   
6) 2( ) cos .

6

x
f x   

16. 1) 2 2( 16)
( ) ;

4

х x
f x

х





 

2) 3

3

4 2 5
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
3(2ln 3)

( ) ;
x

f x
x




 
4) ( ) arcsin ;f x x x  

5) 
9 20

( ) ;
( 1)( 2)

x
f x

x x




   
6) 5( ) cos .f x x  

17. 1) 2 9 10
( ) ;

10

х x
f x

х

 



 

2) 46 3 2
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
4

2
( ) ;

cos

tgxe
f x

x




 

4) 2

5 2
( ) ;

sin

x
f x

x


  

5) 2

11 4
( ) ;

( 3) ( 1)

x
f x

x x




   
6) 3 6( ) sin cos .f x x x  

18. 1) 2 2( 4)
( ) ;

2

х x
f x

х





 

2) 15 4 4 9
( ) ;

6

x x

x
f x

  
  

3) 
3 ln

( ) ;
x

f x
x


 

4) ( ) sin ;
3

x
f x x  

5) 
2 4

( ) ;
( 2)( 4)

x
f x

x x




   
6) ( ) cos13 sin11 .f x x x  

19. 1) 3 3
( ) ;

3

х x
f x

х





 

2) 3

2

2 3 5
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 2

7
( ) ;

cos

tgx
f x

x




 
4)  ( ) 1 3 cos ;f x x x   

5) 
8 33

( ) ;
( 6)( 3)

x
f x

x x




   
6) 

3

7

sin
( ) ;

cos

x
f x

x
  
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20. 1) 2 10 25
( ) ;

5

х x
f x

х

 



 

2) 2 6

3

3 6 7
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
 

3 2

1
( ) ;

arcsin 1
f x

x x


  
4) ( ) (9 5) ;xf x x e   

5) 2

4 32
( ) ;

16

x
f x

x




  
6) 2( ) sin ;

5

x
f x   

21. 1) 2( 25)
( ) ;

5

x х
f x

х





 

2) 4

2

3 2 1
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
3

4 5
( ) ;

(6 5)

x
f x

x


  
4) ( ) ;

3

x
f x arctgx  

5) 
9 58

( ) ;
( 2)( 7)

x
f x

x x




   
6) 7( ) sin .f x x  

22. 1) 2 64
( ) ;

8

х
f x

х





 

2) 8 4 3 121
( ) ;

22

x x

x
f x

  
  

3) 
2

2
( ) ;

1

arctg x
f x

x


  
4) 2

4 1
( ) ;

cos

x
f x

x


  

5) 
26 2

( ) ;
( 2)( 3)

x
f x

x x




   
6) 2( ) sin 8 .f x x  

23. 1) 2 6
( ) ;

2

х x
f x

х

 



 

2) 32 6
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 2

1
( ) ;

cos ln
f x

x x


  
4) 3( ) ln ;f x x x  

5) 
2

2

2 13 32
( ) ;

( 4)

x x
f x

x x

 


  
6) 

3

6

sin
( ) .

cos

x
f x

x
  

24. 1) 2 20
( ) ;

5

х x
f x

х

 



 

2) 5 3

2

2 4
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) ( ) ;
7

x

x

e
f x

e


  
4)  ( ) 1 2 ;xf x x e   

5) 
8 35

( ) ;
( 8)( 1)

x
f x

x x




   
6) ( ) cos5 cos4 .f x x x  
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25. 1) 2 2( 100)
( ) ;

10

х x
f x

х





 

2) 5 3 2

3

4 3 4
( ) ;

x x x
f x

x

 
  

3)  
54 3( ) 2 ;f x x x 

 
4) 

2

7
( ) ;

sin

x
f x

x


  

5) 2

13 22
( ) ;

( 11)

x
f x

x x




  
6) 

3

4

cos
( ) .

sin

x
f x

x


 

26. 1) 3 22
( ) ;

1

х x x
f x

х

 



 

2) 6 27 2 8
( ) ;

x x
f x

x

 
  

3) 
2

3
( ) ;

12

x
f x

x


  
4) ( ) (3 4) ;xf x x e   

5) 
67 5

( )
( 2)( 9)

x
f x

x x




   
6) 5 3( ) sin cos .f x x x  

27. 1) 2 5 6
( ) ;

1

х x
f x

х

 



 

2) 8 25 6 36
( ) ;

30

x x

x
f x

  
  

3) 
2

2 3
( ) ;

cos

tgx

f x
x




 
4) ( ) (12 5)sin ;f x x x   

5) 
3 3

( ) ;
( 9)( 6)

x
f x

x x




   
6) 2( ) sin 7 .f x x  

28. 1) 2 2( 36)
( ) ;

6

х x
f x

х





 

2) 6 3

2

4 3
( ) ;

x x x
f x

x

 
  

3) 
2

( ) ;
64

x

x

e
f x

e


  
4) ( ) (9 1) ;xf x x e   

5) 2

4 25
( ) ;

( 1) ( 6)

x
f x

x x




   
6) 3 8( ) sin cos .f x x x  

29. 1) 4 25
( ) ;

5

х x
f x

х





 

2) 3 2 2 5
( ) ;

10

x x

x
f x

  
  

3) 
3 ln 9

( ) ;
x

f x
x




 
4) ( ) (11 5)sin ;f x x x   

5) 
11 2

( ) ;
( 4)( 5)

x
f x

x x




   
6) 

3

4

sin
( ) .

cos

x
f x

x
  
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30. 1) 2 9 22
( ) ;

11

х x
f x

х

 



 

2) 2 22 3 3 2
( ) .

6

x x

x
f x

  
  

3) 2 2

1
( ) ;

cos 7
f x

x tg x


  
4) ( ) cos7 ;f x x x  

5) 
5 10

( ) ;
( 4)( 11)

x
f x

x x




   
6) 2( ) cos 10 .f x x  

 

Завдання №2 

Обчислити визначені інтеграли ( )
b

a

f x dx . 

№ Варіанта Вигляд функції ( )f x  a  b  

1. 

1)  
3

( ) 4f x x   4 5 

2) 
( ) sinf x x x

 

0 

2


 

2. 

1) 

 
4

1
( )

3 1
f x

x



 

0 1 

2) 
( ) cosf x x x

 

0 

2


 

3. 

1) 8ln
( )

x
f x

x
  

e  2e  

2) 
( ) (2 1)sinf x x x 

 3


 

2


 

4. 

1) sin(ln )
( )

x
f x

x
  

1 e  

2) 
( ) arccosf x x x

 

2

2
 

3

2
 

5. 

1) 3( ) 3 1f x x   0 3 

2) 2( ) lnf x x x
 

1 e  
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6. 

1)  
3

( ) 2 1f x x   
1 5 

2) ( ) xf x xe
 

0 2 

7. 

1) 3

4

sin
( )

cos

x
f x

x
  

4


  

0 

2) 
( ) ( 1)cosf x x x 

 

0 

2


 

8. 

1) 
2

1
( )

1 ln
f x

x x



 

1 e  

2) 
( ) cos2f x x x

 

0 

4


 

9. 

1) 3( ) cos sinf x x x  
6


 

2


 

2) 5( ) xf x xe
 

0 2 

10. 

1) 
2

1
( )

5 4
f x

x x


 
 

2 5 

2) 2( ) (2 3) xf x x e 
 

1  0 

11. 

1) 
 

101
( ) lnf x x

x
  

1 e  

2) 
( ) ( 2)cosf x x x 

 

0 

2


 

12. 

1) 3

4
( )

4

x
f x

x



 

0 2 

2) ( ) ln(2 3)f x x 
 

1 2 

13. 

1)  
7

( ) 3 1f x x   0 1 

2) ( ) 5xf x x
 

0 2 

14. 

1) 3( ) cos sinf x x x  
6


 

2


 

2) ( ) ( 3) xf x x e 
 

0 2 
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15. 

1) 3 ln
( )

x
f x

x


  

1 e  

2) 
( ) arcsin5f x x

 

0 1

5
 

16. 

1) ( ) 4 1f x x   0 2 

2) 
5

ln
( )

x
f x

x


 

1 2 

17. 

1) 3

8
( )

1

x
f x

x



 

0 1 

2) 
( ) ( 7)sin3f x x x 

 

0 

3


 

18. 

1) 
( ) sin 4f x x  

0 

4


 

2) 
( ) ( 4)cos6f x x x 

 

0 

6


 

19. 

1) cos
( )

x
f x

x
  

2

9


 

2  

2) 4( ) (2 )5 xf x x  
 

0 1 

20. 

1) 2( ) xf x xe  0 1 

2) 
( ) sin3f x x x

 

0 

2


 

21. 

1) 2

4

cos
( )

sin

x
f x

x
  

2


  

0 

2) 5( ) lnf x x x
 

1 e  

22. 

1) 

 
4

5

1
( )

2 1
f x

x



 

1 3 

2) 2( ) ( 1)lnf x x x 
 

1 3e  

23. 
1) 2cos

( )
sin

x
f x

x
  

2


  

4


  
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2) ( )f x arctgx
 

0 1 

24. 

1) 2ln
( )

x
f x

x
  

1 e  

2) 
( ) 2f x arctg x

 

0 1

2
 

25. 

1) 2 3( ) 1f x x x   0 1 

2) 7( ) ln 2f x x x
 

1 e  

26. 

1) 3( ) 1f x x   2 9 

2) 
( ) (1 3 )sinf x x x 

 

0 

2


 

27. 

1) 
( )

xe
f x

x
  

1 4 

2) ( ) (3 )4xf x x 
 

0 1 

28. 

1) 6

2

(2 )
( )

cos

tgx
f x

x


  

0 

4


 

2) 
( ) ( 1)cosf x x x 

 

0 

2


 

29. 
1) 2( ) 1 4f x x x   0 2 

2) ( ) lnf x x
 

1 3 

30. 

1) 10(1 ln )
( )

x
f x

x


  

1 2e  

2) 
( ) (2 5)cosf x x x 

 

0 

2


 

 

Завдання №3 

Застосування визначеного інтегралу до задач геометрії 

№ Варіанта  

1. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2у х  і прямою 
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6 0.х у    

2. Обчислити об’єм тіла, яке утворюється обертанням навколо осі  

Оу  фігури, обмеженої параболами 2у х  і 2х у . 

3. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями , 1у х ху   і 

прямою 4.х   

4. Обчислити об’єм тіла, яке утворюється обертанням навколо осі  

Оу  фігури, обмеженої параболами 2у х  і 
2 1

2

х
у


 . 

5. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями ln ,у x х e   і віссю 

абсцис. 

6. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  абсцис 

фігури, яка обмежена параболами 22у х   і 2у х . 

7. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 24у х   і 

прямою 2.у х   

8. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  абсцис 

фігури, яка обмежена лініями 3у х  і у х . 

9. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2 4у х х   і 

прямою 4 0.х у    

10. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі 

ординат фігури, яка обмежена параболами 23у х   і 2 1у х  . 

11. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 23 2у х х    і 

віссю абсцис. 

12. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі абсцис 

фігури, яка обмежена гіперболою 4ху  , прямими 3, 12х х   і 

віссю абсцис. 

13. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2 4 1у х х     і 



40 
 

прямою 1.у х    

14. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  Ох  

плоскої фігури, яка обмежена віссю абсцис і параболою 

22у х х  . 

15. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2 6 7у х х    і 

прямою 1.у х   

16. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  Ох   

фігури, яка обмежена параболою 21

4
у х , прямою 4х   і віссю 

Ох .  

17. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2 6 5у х х     і 

прямою 5.у х   

18. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  Оy   

фігури, яка обмежена гіперболою 
6

у
х

 , віссю Оy  і прямими 

1у   і 6у  . 

19. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2 6 7у х х    і 

прямою 7 0.х у    

20. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  абсцис 

фігури, яка обмежена лініями 3у х  і у х . 

21. 
Обчислити площу фігури, обмеженої лініями  

21
1

3
у х   і  

5у х  . 

22. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  абсцис 

кривої sinу x  у проміжку  0; . 

23. 
Обчислити площу фігури, обмеженої лініями  

21
2

3
у х   і  
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4у х  . 

24. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  Оy   

фігури, яка обмежена лініями 3, 2, 0.у х х у     

25. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 2 6 5у х х    і  

1у х   . 

26. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  Ох   

фігури, яка обмежена лініями 2 9у х  і 3у х . 

27. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2 6 7у х х    і 

прямою 7 0.х у    

28. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі  Ох   

фігури, яка обмежена лініями 42у х   і 2у х . 

29. 
Обчислити площу фігури, обмеженої параболою  

21
3

3
у х   і 

прямою 3 0х у   . 

30. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 2 6 5у х х     і 

прямою 1у х  . 

 

Завдання №4 

Обчислити довжину дуги заданої лінії: 

№ Варіанта  

1. lny x , 3 15x   

2. 2 ln

4 2

x x
y   , 1 2x   

3. 21 arcsiny x x    

4. 5
ln

2
y

x
 , 3 8x   
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5. 
lncosy x  , 0

6
x


   

6. 22y x x   , 
3 1

4 4
x   

7. 6xy e  , ln 8 ln 15x   

8. 21 arccosy x x    

9. 2ln( 1)y x  , 2 3x   

10. 2ln(1 )y x  , 
1

0
4

x   

11. 
1 lncosy x  , 0

6
x


   

12. 13xy e  , ln 15 ln 24x   

13. 22y x x   , 
1 3

2 4
x   

14. 2 xy e  , ln 3 ln 8x   

15. 2arcsin 1y x x    

16. 
21 lncosy x  , 

6 2
x

 
   

17. 21 ln( 1)y x   , 3 4x   

18. 
5 lnsiny x  , 

3

2 4
x

 
   

19. 21 arccos 1y x x     

20. 
lnsiny x , 

3 2
x

 
   

21. ln7 lny x  , 3 8x   

22. 21 arcsin 1y x x     

23. 
lncos 2y x  ,  0

6
x


   
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24. 26xy e  , ln 8 ln 24x   

25. 2 4y x x    ,
3

0
4

x   

26. 2 21
( 3)

4
x xy e e   ,0 2x   

27. xy e e  , ln ln 15x x   

28. 1
(1 )

2
x xy e e   , 0 3x   

29. 

23
,sinln1


 xxy  

30. 
20,3

2







x
ee

y
xx

 

 

Завдання №5 

Дослідити на збіжність невласний інтеграл:   

№ Варіанта  № Варіанта  

1. 

 

3

2 136xx

dx
 

16. 




1

0 1x

x

e

dxe
 

2. 



1
2 4x

xdx
 

17. 




1

0
2325 xx

dx
 

3. 



1
3 1x

xdx
 

18. 




2

1
24 x

xdx
 

4. 



0
2 126xx

dx
 

19. 

 

0

2
3 2)2(x

xdx
 

5. 



1
2 52xx

dx
 

20. 




1

2/1
21 x

dx
 

6. 



0
2 432 xx

dx
 

21. 

e

xx

dx

1 ln
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7. 



1
2 12 xx

dx
 

22. 




1

0
3)1(x

dx
 

8. 




3

2 2x

xdx
 

23. 





1

2 2

dxxe x  

9. 




3

2
2 23xx

dx
 

24. 



3
3 2x

dx
 

10. 




4

3
3 5)3(

2

x

dx
 

25. 



4
2 9x

dx
 

11. 



0
2 944 xx

dx
 

26. 

3

1
3 ln xx

dx
 

12. 



1
3

ln

x

xdx
 

27. 




1

0
24 xx

dx
 

13. 



0
2 105xx

dx
 

28. 




1

0
5 3)1(

3

x

dx
 

14. 



e xx

dx
5 3ln

 
29. 




2

0
6)2(x

dx
 

15. 



1
2 3xx

dx
 

30. 




3

0
6 7)3( x

dx
 

 

Завдання №6 

Для заданої функції двох змінних ),( yxfz   знайти:  

1) повний диференціал першого порядку функції двох змінних; 

2) диференціал другого порядку функції двох змінних. 

№ Варіанта ),( yxfz   № Варіанта ),( yxfz   

1. 2 2ln( )z x y   16. 2 2( )xz e y x   

2. ln lnz x y x    17. 5 23 yz x y xy xe    

3. 3 2cosz x y y   18.  cosz x y xy   
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4. 3 2ln 2z x y x y y    19. 2 2 2xz x y ye y    

5. 2 3sinz y x xy   20. cos2x yz e x  

6. 6 3 xz xy x y ye    21. 2 3ln( ) 4 4z xy x y    

7. 2 35xyz e xy y    22. 2 3z y x xy    

8. 2 2sin 2z x y xy   23. 2 2 3 lnz x y y y x    

9. 2 33 12 yz x y xy e    24. cos( ) 3z xy x y    

10. 3 33 yz x y xy xe    25. ln( )z x y   

11. 2 312 3 yz x y xy e    26. 3 cos2yz xe y x    

12. 2( 1) xz y e   27. 2 x yz x e   

13. ln 3 4z x y xy    28. 22 cosz xy y x    

14. 3 2 xz x y ye    29. 2sin( ) 3y xy y x    

15. 2 22 lnz x y x   30. 2 sinx yz e y  

 

Завдання №7 

Задано функцію трьох змінних ( , , )u f x y z , точку M  і вектор l


. 

1) Визначити похідну функції ( , , )u f x y z  у точці M  за напрямком 

вектора l


; 

2) Визначити градієнт функції ( , , )u f x y z  в точці M . 

№ Варіанта ( , , )u f x y z  M  l


 

1. 2 2u x xy y z    (1;0;1)M  (2;1;2)l


 

2. 3
2 3x

u xy y
z

    (2;1;1)M  ( 3;1;1)l 


 

3.  2 2 2ln 5 3u x y z    (1; 1;1)M   (3;2;1)l


 

4. 25 6u x xy xz    (2;1;3)M  (1;2;0)l

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5. 2( )u arctg xy z  (2;3;1)M  ( 4;3;1)l 


 

6.  2 2 2ln 3 4 4u x y z    (1;3;0)M  (2; 1;1)l 


 

7. 4 2 3 33 2u x x y z    (0;1;2)M  (4; 3;0)l 


 

8. u xy y z    (1; 3;1)M   (6; 1;1)l 


 

9. 2 2 26u x z xy y z    (4; 12;3)M   (1;1;1)l


 

10. 2

arcsin
x

u
yz

 
  

 
, (1;2; 1)M   (5; 12;1)l 


 

11. 3 2 2 23u x x z y z    (1; 1;1)M   (4;3;1)l


 

12. yz
u arctg

x
  (2; 2;1)M   (3; 5;0)l 


 

13. 2 3 26 3u xy z y z    (4; 5;1)M   (3; 2;1)l 


 

14. 2 2 3u x xyz y z    (0;1;3)M  (2;2; 1)l 


 

15. 2 3u x yz y z    (1;1; 3)M   (1; 3;3)l 


 

16.  2 2 2ln 5 4 5u x y z    (0;1; 1)M   (2; 1;1)l 


 

17. 2
2 y

u x z xy
z

    (4; 4;3)M   (3; 3;3)l 


 

18. 32 3u xy y z    (1;0;1)M  (2; 1;0)l 


 

19. 2 1
u y z xy x

z
     ( 2;0;2)M   (0;1; 4)l 


 

20. 2 22 4u x yz xy z     (3;4; 1)M   (3;1; 1)l 


 

21. 2 2 42u x y x z z    (1;0; 1)M   (1; 1;2)l 


 

22.  2 2ln 3u x y z    (1;0; 2)M   (2; 1;3)l 


 

23. 3 2u xz x y xyz    (3; 1;1)M   (1;0;1)l


 

24. 2
3 2 y

u x xy z
z

    (2;1;1)M  (2;4;1)l

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25. 3 2 33u x xyz y z    (2;1; 1)M   (3;4;1)l


 

26. 2 42 3u x y xyz yz    (1;2;0)M  (3;4;0)l


 

27. 2 2 22u x z y y z    (2;1;3)M  (4;1; 1)l 


 

28. 32u xz xy yz    (1; 1;2)M   (1;2;1)l


 

29. 2 33 5u x xy yz    (1;0; 1)M   (3; 1;2)l 


 

30. 2 3ln( 6 3 )u x xyz y    (3;0; 1)M   (0;1; 1)l 


 

 

Завдання №8 

Знайти рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні в указаній точці: 

№ Варіанта ( , , ) 0F x y z   P  

1. 2 2 0x y z    (1;2;5)P  

2. 2 2

2 0
9 4

x y
z    (3; 2; 1)P    

3. 2 2 2 169 0x y z     (3;4;12)P  

4. 2 2 23 0x y z y   (1; 1;1)P   

5. 
2 ln 0

x
y z

y

 
   

 
 (1;1;1)P  

6. 2 2 2

1 0
25 16 9

x y z
     (5; 4;3)P   

7. 3 2 42 9 0x y z     (1; 2;2)P   

8. 2 22 4 0x y z    (2;1;12)P  

9. 4 21
0

4
x y xz    (3; 4;5)P   

10. 2 2

2 0
16 9

x y
z    (4;0; 3)P   

11. 2 2 2

1 0
24 12 3

x y z
     (3; 2; 1)P    
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12. 3 3 34 2 6 0x y z     (2;2;3)P  

13. 2 0z xy   (1;1; 1)P   

14. 2 2 22 41 0x y x z      (2;3;1)P  

15. 3 2 23 0x y zy   (1; 1; 1)P    

16. 8 0xyz    (3;1;4)P  

17. 2 2
2 1 0

8 4

x y
z     ( 3;2;1)P   

18. 2 23 4 0x y y z     (1; 1;2)P   

19. 2 2 2 0zx y e    (1; 1;0)P   

20. 24 3 0xy yz z    (2; 2;1)P   

21. 2 2 217 0x y z    (1;2; 1)P   

22. 2 3 4 0x y z    ( 2;1;0)P   

23. 2 2 2

1 0
16 9 3

x y z
     (4; 3;3)P   

24. 2 2( 1) 3 0x y z      (3;1;2)P  

25. 2 2 4( 5) 2 1 0x y z      (3;1;1)P  

26. 4 2 2 0x y xz     ( 1;2;3)P   

27. 2 2 43 2 2 0x y z z    (1;1;2)P  

28. 2 0x y yz   (2; 2;1)P   

29. 2 0xy z   ( 2;1;4)P   

30. 3 3 22 4 0x y z     ( 1;1;3)P   

 

Завдання №9 

Дослідити на екстремум функцію двох змінних: 

№ 

Варіанта 
),( yxfz   

№ 

Варіанта 
),( yxfz   
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1. 2 33 18 30z x y y x y     16. 4 24 2z x xy y    

2. 2 2 6 9z x xy y x y      17. 2 24 2 4z x x y     

3. 3 2 6z x xy xy    18. 4 4 2 22 4 2x y x xy y     

4. 2 6 3z x y x y x      19. 2 23 6z x y x xy y      

5. 2( ) yz x y e   20. 3 3 9 27z x y xy     

6. 2 2( 1) 2z x y    21. 2 22 4 12z x y x y     

7. 2 2( 1) 2z x y    22. 4 4 2 22 8 8z x y x y x y       

8. 2 2 2z x xy y x y      23. 2 2( 1) 4z x y    

9. 3 2 (6 )z x y x y    24. 3 2 3z x y xy    

10. 2 2z x xy y x y      25. 2 2 2( 1)z x y    

11. 2 2 3z x xy y x     26. 3 3 4z x x xy    

12. 2 24 4 3 1z x y x y      27. 2 2( 3)z x y    

13. 2 2( 2) 2z x y    28. 2 23z x x y    

14. 3 33 12 6z x y x     29. (1 )z x y xy    

15. 2 35 6 15 4z x y x y      30. 2 22 6 5 4 8z x xy y x y       

 

Завдання №10 

Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь: 

1) Диференціальне рівняння першого з відокремлюваними змінними.  

2) Однорідне диференціальне рівняння першого порядку. 

3) Лінійне диференціальне рівняння першого порядку.  

4) Неоднорідне лінійне диференціальне рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами. 

№ Варіанта  

1. 1) ;0ln)4( 2  ydyxydx  
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2) ;2 22 yxyxy   

3) 22cos ;y ytgx x    

4) xyyy 3cos136  . 

2. 1) ;1)1( 22 yyxy   

2) 
yx

xy
y






3
; 

3) ;ln2 x
x

y
y   

4) xyyy 2123  . 

3. 1) sin ln ;y x y y   

2) ;22 xyyxy   

3) ;
1

1

1 22 x
y

x

x
y





  

4) xeyy 42  . 

4. 1) ;1)1(,2  yyyyx  

2) ;0







 xdydxy

x

y
xctg  

3) ;2 3xeyy   

4) 61810102 2  xxyyy . 

5. 1) 2 2 2sin cos cos 0;x ydx xdy   

2) ;)2( 22 yxyxyxy   

3) ;
2

2

x

e
y

x
y

x

  

4) 222 xyyy  . 

6. 1) yxy sin2 ; 

2) 
2

2
;

xy y
y

x


   
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3) ;
2 3x
x

y
y   

4) xyy 5sin5  . 

7. 1) ;y tgx tgy    

2) ;0)2(  dyxxyydx  

3) ;1
21
2




 y
x

x
y  

4) 32 2  xxyyy . 

8. 1) ( ) 1 ;y x x y     

2) ;5 xyyx   

3) xxytgxy cos ; 

4) xyyy cos17168  . 

9. 1) ;0)1()1)(2( 222  dyxydxyx  

2) ;
2

y

x

e
x

y

x

y
y











  

3) 
1

;
sin

y y ctgx
x

    

4) xeyy 32 . 

10. 1) ( 1) ;y y tgx    

2)   ;034 222  dyxdxyxyx  

3) ;2 xe
x

y
y   

4) xyyy sin54  . 

11. 1) 2 2(1 ) 1 0;xydx y x dy     

2) ;2
x

y

x

y
y   
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3) ;arcsin
1 2

x
x

xy
y 


  

4) xyy cos2 . 

12. 1) ;2)1(,122  yyyyx  

2) ;0)2( 22  dyxyxydx  

3) ;
13

x

x

x

y
y


  

4) 12 2  xyy . 

13. 1) ;011 22  yxxyy  

2)  2 3 0;x y dx xdy    

3) ;xeyy   

4) xyyy sin82  . 

14. 1) ( 1) ;y y ctgx    

2) ;0
22





xy

yx
y  

3) ;1)4( 2  xyyx  

4) )1(2 xyy  . 

15. 1) 2 3 3 2( 5) ( 5) 0;x y dx x y dy     

2) ;ln
y

x
yyxy   

3) ;
1

x
x

y
yx 


  

4) 11396  xyyy . 

16. 1) (1 ) ;x xe yy e   

2) ;0)5(  xdydxyxy  

3) ;5ln xyyxx   
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4) xyyy cos422  . 

17. 1) ;01 2  dyxxydx  

2) 2 ( 2 );y x y x y    

3) ;cos sin xexyy   

4) 5844 2  xyyy . 

18. 
1) cos ;

ln

y
y x

y
   

2) 
2

229

x

xyyx
y


 ; 

3) ;
32
2xx

y
y   

4) xyyy 2sin52  . 

19. 1) 0;ydx ctgxdy   

2) ;)( 22 yyxyx   

3) ;2x
x

y
y   

4) xyy cos108  . 

20. 1) ;)2( 2 yyxy   

2) 2 2( ) 0;xdy y x y dx     

3) ;42 xyy   

4) 126136  xyyy .  

21. 1) ;0)(  xyyyxyx  

2) ;yxxy y x e    

3) ;
)1(

1

1

4
322 





x

y
x

x
y  

4) xyyy 43103  . 
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22. 1) (2 1) ;y y ctgx    

2) ;02)( 22  xydydxyx  

3) ;
1

12
6 


xx

y
y  

4) 134 2  xyyy . 

23. 1) sin ln cos ;y x y y x   

2) ;
x

y

y

x
y   

3) ;
1

1

1 22 xx

xy
y





  

4) xyy 2sin24  . 

24. 1) 2 2 0 ;x y y    

2) ;0
3











x

y
y  

3) ;sin xyctgxy   

4) xyyy sin64129  . 

25. 1) 2( ) 2 1 ;x x y y    

2) ;2
2

2


x

y
y  

3) ;1
ln

2


x

y
yx  

4) 3 6y y x    . 

26. 1) sin cos cos sin ;y xdy y xdx  

2) ;0)()(  dyyxdxyx  

3) ;0122  xyyx  

4) xyyy 2sin344  . 

27. 1) 2 ln ;y y x   
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2) ;12
2

2

x

y
y   

3) ;cossincos 2 xxyxy   

4) xxeyyy 26  . 

28. 1) 2 3(1 ) 2 0 ;x dy x ydx    

2) ;2 xyyy   

3) ;22 xyxy   

4) xyyy cos258  . 

29. 1) ;1)1( 22 xyxyyx   

2) ;ln)(
x

yx
yxyyx


  

3) 
2 1

;
ln

y y
x x x

    

4) 164 2  xyy . 

30. 1) ln 0 ;tgydx x xdy   

2) ;)( xdydxxyy   

3) ;ln2ln xyxxy   

4) xyyy 5sin104294  . 
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3. Зразок виконання контрольної роботи №2 

Завдання №1 

1) Знайти інтеграл 
4 225

5

х х
dx

x



 . 

Розв’язання. Маємо 
4 2 2 2 225 ( 25) ( 5)( 5)

5 5 5

х х х х х х х
dx dx dx

x x x

   
  

      

4 3 4 3
2 3 2 5
( 5) ( 5 ) 5

4 3 4 3

х х х х
х х dx х х dx С С            . 

2) Знайти інтеграл dx
x

xxx


 43 23

. 

Розв’язання. Маємо 

   










dxxdxdxxdx

x

x

x

x

x

x
dx

x

xxx
43

4343 2
2323

 

.4
2

3

3

23

Cx
xx

  

3.1) Знайти інтеграл .
1

arcsin
2

3


 x

xdx
 

Розв’язання. 

.
4

arcsin

4
1

arcsin

1

arcsin 44
3

2
2

3

C
x

C
t

dtt

x

dx
dt

xt

x

xdx










  

3.2) Знайти інтеграл: .
ln3 5

 dx
x

x
 

Розв’язання.  

.
8

ln3

8

3

8

3
ln

ln 3 83 83

8

3

5
3 5

3 5

C
x

C
t

C
t

dttdtt

x

dx
dt

xt

dx
x

x






   

3.3) Знайти інтеграл .
)1( 32

x

xdx
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Розв’язання. 

.
)1(4

1

4

1

22

1

2

1

2

1

2

1

2

1

)1( 222

2
3

3

2

32
C

x
C

t
C

t
dtt

t

dt

dtxdx

xdxdt

xt

x

xdx

















 




4.1) Знайти інтеграл   dxex x)4( . 

Розв’язання. 

.)4()4(
4

)4( Ceexdxeex
edxevdxdu

dxedvxu
dxex xxxx

xx

x

x 



 


4.2) Знайти інтеграл   .3ln 2 dxx   

Розв’язання. 

  










 



3

2)3ln(

3

2

)3ln(

3ln
2

2
2

2

2

2

x

dxx
xx

xdxv
x

xdx
du

dxdvxu

dxx  





















  dx

xx

x
xxdx

x

x
xx

3

3

3

3
2)3ln(

3

33
2)3ln(

22

2
2

2

2
2  














  

3
62)3ln(

3

3
12)3ln(

2

2

2

2

x

dx
dxxxdx

x
xx  

C
x

arctgxxx 
33

6
2)3ln( 2 .  

4.3) Знайти інтеграл   .6sin)54( xdxx  

Розв’язання. 







 xxdxvdxdu

xdxdvxu

xdxx
6cos

6

1
6sin5

6sin54

6sin)54(  

   xdxxxxdxxx 6cos
6

5
6cos)54(

6

1
6cos

6

5
6cos)54(

6

1
 

CxxxCxxx  6sin
36

5
6cos)54(

6

1
6sin

6

1

6

5
6cos)54(

6

1
. 
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4.4) Знайти інтеграл .
cos

)26(
2



x

dxx
 

Розв’язання. 




 








tgxdxtgxx

tgx
x

dx
vdxdu

x

dx
dvxu

x

dxx
2)26(

cos
2

cos
26

cos

)26(

2

2

2
 

.cosln2)26( Cxtgxx   

4.5) Знайти інтеграл    .
3

sin6 dx
x

x  

Розв’язання. 

    








 dx
xx

x
x

dx
x

vdxdu

dx
x

dvxu

dx
x

x
3

cos3
3

cos63

3
cos3

3
sin

3
sin6

3
sin6

    .
3

sin9
3

cos63
3

sin33
3

cos63 C
xx

x
xx

x   

4.6) Знайти інтеграл .2 xdxarctg  

Розв’язання. 












 


 2
2

41

2
2

41

2

2

2
x

xdx
xxarctg

xdxv
x

dx
du

dxdvxarctgu

dxxarctg  

.41ln
4

1 2 Cxxarctgx   

 










.41ln
4

1

4

1

4

1
2

8

41

41

2 2

2

2
Cx

t

dt

dtxdx

xdxdt

xt

x

xdx
 

5.1) Знайти інтеграл dx
хх

хх






652

3

. 
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Розв’язання. 

1) 
65

)(
2

3






хх

хх
xf  – неправильний дріб. Тому виділимо його цілу частину: 

3018

30255

75

5

65

65

2

2

2

23

3

















x

xx

xx

x

xx

xхx

хx

 Отже, 
65

3018
5

65 22

3










xx

x
x

хх

хх
 і дріб 

65

3018

)(

)(
~

2 




xx

x

xQ

xP

m

 – правильний і 

нескоротний. 

2) Розкладемо знаменник 652  xx  на множники: )3)(2(652  ххxx . 

3) Множнику )2( x  відповідає елементарний дріб 
2х

А
, а множнику )3( x  – 

дріб 
3х

В
. 

4) 
)3)(2(

)2()3(

32)3)(2(

3018
















xx

xBxA

x

B

х

А

xx

х
   

  )2()3(3018  xBxAx . 

5) І сп. 

6)1(302182  AAx , 

241303183  BBx . 

ІІ сп. 

)2()3(3018  xBxAx , 

BBxAAxx 233018   

.2330

,18
0 BA

BA

x

x




  




































.6

,24

,6

,18

,302363

,18

,3023

,18

A

B

A

AB

AA

AB

BA

BA
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6) Отже, 
3

24

2

6
5

652

3













xx
x

хх

хх
. 

7) .3ln242ln65
23

24

2

6
5

65

2

2

3

Cxxx
x

dx
xx

xdx
хх

хх





















5.2) Знайти інтеграл dx
хx

xx






)4()2(

412
22

2

. 

Розв’язання. 

1) 
)4()2(

412
)(

22

2






хx

xx
xf  – правильний дріб. 

2) Знаменник розкладений на множники. 

3) Множнику 2)2( x  відповідають два елементарних дроби 
2х

А
 та 

2)2( х

B
, а 

множнику )4( 2 x  – дріб 
42 



х

DCx
. 

4) 















4)2(2)4()2(

412
2222

2

х

DCx

x

B

x

A

хx

xx
 

)4()2(

)2)(()4()4)(2(
22

222






хx

xDCxхBхxA
   

 2222 )2)(()4()4)(2(412  xDCxхBхxAxx  

5)  CxCxCxBBxAAxAxAxxx 444842412 232232  

.442 DDxDx   

.4484

,44412

,421

,0

0

2

3

DBA

DCA

DCBA

CA

x

x

x

x









 





















,4448

,12444

,142

,0

DBA

DCA

DCBA

CA

   





















,4448

,12444

,142

,

DBA

DAA

DABA

AC

   





















,4448

,124

,12

,

DBA

D

DBA

AC
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



















,41248

,3

,132

,

BA

D

BA

AC

   





















,1648

,3

,42

,

BA

D

BA

AC

   





















,1648

,3

,24

,

BA

D

AB

AC

   





















,168168

,3

,24

,

AA

D

AB

AC

   





















,0

,3

,24

,

A

D

AB

AC

  





















.0

,3

,4

,0

A

D

B

C

 

6) Отже, 
4

3

)2(

4

)4()2(

412
2222

2













хxхx

xx
 

7) 



























4
3

)2(
4

4

3

)2(

4

)4()2(

412
222222

2

х

dx

x

dx
dx

хx
dx

хx

xx
 

C
x

arctg
x





22

3

2

4
. 

.
2

44

1
444

2

)2(
4

1
2

22
C

x
C

t
C

t
dtt

t

dt

dxdt

xt

x

dx

















  

6.1) Знайти інтеграли .cossin 25
 xdxx

 

Розв’язання. 

    xdxxxxdxxxxdxx sincoscos1sincossincossin 2222425

       



 dttdttdttdttttdttt

xdxdt

xt 642242222 2211
sin

cos

.
7

cos

5

cos

3

cos

75

2

3

753753

C
xxx

C
ttt


 

6.2) Знайти інтеграли .7sin2
 xdx  

Розв’язання. 

  


  
2

14cos
2

1

2

1
14cos1

2

1

2

14cos1
7sin 2 x

xdxdxdxxdx
x

xdx  

.14sin
28

1

2
14sin

14

1

2

1
Cx

x
Cx 
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6.3) Знайти інтеграли .2cos3sin xdxx  

Розв’язання. 

         dxxxdxxxxxxdxx 5sinsin
2

1
23sin23sin

2

1
2cos3sin  

.5cos
10

1
cos

2

1
5cos

5

1

2

1
cos

2

1
5sin

2

1
sin

2

1
CxxCxxxdxxdx   

Завдання №2 

1) Обчислити визначений інтеграл   
1

0

4
1 dxee xx . 

Розв’язання  

  .
5

)1(

5

0

5

)1(

510

101
1

551

0

1

0

5
4

1

0

4 








 

 
eet

dtt
etdxedt

xet
dxee

e e

x

x

xx  

2) Обчислити визначений інтеграл  
4

0

cos)41(


xdxx . 

Розв’язання  

  .
2

2

2

23
44

2

24

2

2

2

2
1

2

2
41

2

2

)0cos
4

(cos40
4

sin)1(cossin)41(sin4

sin)41(
sincos4

cos41
cos)41(

4

0

4

0

4

0

4

0

4

0



































xxxxdx

xx
xxdxvdxdu

xdxdvxu
xdxx

 

Завдання №3 

1)  Обчислити площу фігури, 

обмеженої даними лініями: xxy 22  , 

2 xy . 

Розв’язання 

Знайдемо абсциси точок перетину 

відповідних параболи і прямої: 
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      222  xxx ,  2102 21
2  x,x,xx .  

За формулою      
b

a

dxxfxfS 12 , маємо:       


dxxxxS
1

2

2 22  

  












1

2

1

2

23
2 2

23
2 x

xx
dxxx 5,442

3

8
2

2

1

3

1
  кв. од. 

2) Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ox  

фігури, яка обмежена лініями: .3,2 2  xyxy  

Розв’язання 

Знайдемо абсциси точок перетину 

параболи 22xy   та прямої 3 xy :  



















./x

,x

,xy

,xy

23

1

3

2

2

1
2

 

Другий розв’язок не задовольняє умови 

задачі. Далі міркуємо і діємо аналогічно до 

попереднього прикладу, враховуючи лишень, 

що обертання відбувається навколо осі Ox . 

Тому застосуємо формулу 

  .22
 
b

a

b

a

dxydxxfV   

Шуканий об’єм:  

   
15

83
23

1

0

22
1

0

2 
   dxxdxxVx  куб. од. 

Завдання №4 

Знайти довжину дуги кривої .
23

,sinln1


 xxy  

Розв’язання 

Довжина дуги кривої, заданої в декартових координатах, обчислюється за  



64 
 

формулою  
b

a

dxxfl 2))((1  

Маємо: 

 










 

2/

3/

2/

3/

222/

3/

2

sinsin

cossin

sin

cos
1











 x

dx
dx

x

xx
dx

x

x
l  

 .

2
cos

2
tg2

2
cos

2
sin2sin

2/

3/ 2

2/

3/

2/

3/
 












xx

dx
xx

dx

x

dx
 

Використаємо підстановку 

2
cos2

,
2

tg
2 x

dx
dz

x
z  . 

 .3ln
2

1

3

1
ln1ln|ln

1

3/1

1

3

1
  z

z

dz
l  

Завдання №5 

1.1) Обчислити невласний інтеграл або встановити його розбіжність 




0
2 12x

xdx
. 

Розв’язання 

Застосуємо метод заміни змінної та візьмемо до уваги наведене вище 

означення невласного інтегралу на нескінченному проміжку  ;a , отримаємо: 














 




b

b

b

b

b

b
t

t

dt

t

dt

t

dt

t

x

dt
dt

xdx

xdxdt

xt

x

xdx
1

111

2

0
2

lnlim
4

1
lim

4

1

4

1
lim

4

1

1

0

4

1

4

4

12

12

    .
4

1
lnlim

4

1
1lnlnlim

4

1



bb

bb
 

Заданий інтеграл розбігається, оскільки ми отримали нескінчену 

границю. 
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1.2) Обчислити невласний інтеграл або встановити його розбіжність 




1

1
3 4x

dx
. 

Розв’язання 

На відрізку 1;1 існує точка x 0 , в якій підінтегральна функція 
3 4

1

x
  

має розрив, то скористаємось вищезазначеним та запишемо заданий 

інтеграл у вигляді суми таких інтегралів: 

 



0

1

1

0
3 43 4

1

1
3 4

.
x

dx

x

dx

x

dx
 

З’ясуємо питання збіжності для кожного з них окремо: 

,
3

lim

3

1
limlimlim

0

1
30

0

1

3

1
0

1
0

3

40

1
03 4

0

1
03 4










































 x

x
dxx

x

dx

x

dx
 

.
1

0
3 4


x

dx
 

Отже, даний інтеграл розбігається. 

Завдання №6 

Для заданої функції двох змінних )cos( yxez y   знайти:  

1) повний диференціал першого порядку функції двох змінних; 

2) диференціал другого порядку функції двох змінних. 

Розв’язання 

1) повний диференціал першого порядку функції двох змінних 

шукаємо у вигляді: 

dy
дy

дz
dx

дx

дz
dz  . 

Знайдемо частинні похідні першого порядку: 

)sin( yxe
x

z y 



; )sin()cos( yxeyxe

y

z yy 



; 
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Тоді  sin( ) cos( ) sin( ) .y y ydz e x y dx e x y e x y dy        

2) Диференціал другого порядку функції двох змінних шукаємо у вигляді: 

2

2

22
2

2

2
2 2 dy

дy

zд
dxdy

дxдy

zд
dx

дx

zд
zd  . 

Знайдемо частинні похідні другого порядку: 

)cos(
2

2

yxe
x

z y 



; 

)sin(2)cos()sin()sin()cos(
2

2

yxeyxeyxeyxeyxe
y

z yyyyy 



; 

))sin()(cos()cos()sin(
2

yxyxeyxeyxe
yx

z yyy 



. 

Тоді  повний диференціал другого порядку можна записати: 

222 )sin(2))sin()(cos(4)cos( dyyxedxdyyxyxedxyxezd yyy  . 

Завдання №7 

Задано функцію трьох змінних 32 zxyu  , точку )1;2;3(M  і вектор (2;2;1)l


. 

1) Визначити похідну функції ( , , )u f x y z  у точці M  за напрямком 

вектора l


; 

2) Визначити градієнт функції ( , , )u f x y z  в точці M . 

Розв’язання. 

1) Похідна від функції u  в точці M  за напрямком l


 обчислюється за 

формулою: 

cos cos cos
М М ММ

u u u u

x y zl
  

   
  
  

. 

Знайдемо довжину та напрямні косинуси вектора l


 

2 2 22 2 1 9 3,l     


 

3

2
cos  , 

3

2
cos  , 

3

1
cos  . 

Тепер знайдемо частинні похідні функції 
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32zy
дx

дu
 , 32xyz

дy

дu
 , 223 zxy

дz

дu
 . 

Їх значення у точці )1;2;3(M  відповідно дорівнюють: 

4
Mдx

дu
, 12

дy

дu
, 36

дz

дu
. 

Підставляючи у формулу знайдені значення частинних похідних і 

напрямних косинусів, одержимо шукану похідну  

2 2 1 68
4 12 36

3 3 3 3М

u

l


      


. 

2) Градієнт функції u  в точці M  знаходять за формулою: 

М
М ММ

u u u
grad u i j k

x y z

    
     
  

. 

Тоді маємо 

4 12 36
М

grad u i j k
  

   . 

Завдання №8.  

Знайти рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні 

624 222  zyx  в точці (2;1; 3)P  . 

Розв’язання 

Запишемо рівняння площини у вигляді 0624 222  zyx . Позначимо 

ліву частину рівняння через ),,( zyxF , Знайдемо частинні похідні та їх значення 

в точці 0P : 

624),,( 222  zyxzyxF , 

x
x

F
2




, 4

Р

F

x





, y

y

F
8




, 8

Р

F

y


 


, z

z

F
4




, 12

Р

F

z


 


. 

Тоді рівняння дотичної площини можна записати: 

0)3(12)1(8)2(4  zyx , або 0361284  zyx , 

або 0932  zyx . 

А рівняння нормалі має такий вигляд: 
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12

3

8

1

4

2











 zyx
 або 

3

3

2

1

1

2











 zyx
. 

Завдання №9.  

Дослідити на екстремум функції yxxyxz 12153 23  . 

Розв’язання 

Знайдемо частинні похідні першого порядку і складемо систему рівнянь: 

1533 22 



yx

x

z
, 126 



xy

y

z
, 









,0126

,01533 22

xy

yx
 








,02

,0522

xy

yx
 








,2

,522

xy

yx
 












.
2

,522

x
y

yx
 

Розв’яжемо систему і знайдемо стаціонарні точки: 

,05
4
2

2 
x

x  ,0
45

2

24




x

xx
 ,045 24  xx  41

2 x , 12
2 x . 

1,2 2,12,1  yx , 2,1 4,34,3  yx . 

Стаціонарні точки: )1;2(1Р , )1;2(2 Р , )2;1(3Р , )2;1(4 Р . 

Знайдемо частинні похідні другого порядку: 

х
x

z
6

2

2





, у

yх

z
6

2





, х

у

z
6

2

2





. 

Знайдемо .3636 222 yxBAC   

Тепер для кожної стаціонарної точки будемо знаходити знак 2BAC  : 

1) для точки )1;2(1Р : 0108136236 22  BAC , 

012266  xA , отже точка )1;2(1Р  – точка мінімуму. 

2) для точки )1;2(2 Р : 0180)1(36)2(36 22  BAC , 

012)2(66  xA , отже точка )1;2(2 Р  – точка максимуму. 

3) для точки )2;1(3Р : 036236136 22  BAC , отже точка 

)2;1(3Р  екстремуму немає. 
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4) для точки )2;1(4 Р : 0108)2(36)1(36 22  BAC , 

06)1(66  xA , отже точка )2;1(4 Р  – точка максимуму. 

Завдання №10.  

1) Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

ydydxyx  )1( 2 . 

Розв’язання. 

ydydxyx  )1( 2 , поділимо обидві частини рівняння на )1( 2y , маємо: 

21 y

ydy
xdx


 . 

Проінтегруємо обидві частини рівняння: 





21 y

ydy
xdx , 

 










2

2

2
1ln

2

1
ln

2

1

2

1

2

1

2

1

1
yt

t

dt

dtydy

ydydt

yt

y

ydy
 

,ln
2

1
1ln

2

1

2
2

2

Cy
x

  

Так як похідна сталої С  може приймати будь-яке числове значення, то 

для зручності подальших перетворень замість С  записали Cln
2

1
. Скоротивши 

отриману рівність на 
2

1
 та використавши властивості логарифмів, маємо: 

.1ln 22 yСx   

2) Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 
x

y

x

y
y ln . 

Розв’язання. Відповідно до вищезгаданого позначимо u
x

y
 , тоді uxy   

та uuxy  . Наше диференціальне рівняння набуває вигляду uuuux ln , а 
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це і є диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними. Зробимо 

відповідні перетворення: 

uuuux  ln , )1(ln  uu
dx

du
x , dxuuxdu )1(ln  , 

x

dx

uu

du


 )1(ln
. 

Проінтегруємо обидві частини: 

 
 x

dx

uu

du

)1(ln
. 

.1lnlnln

1ln

)1(ln









 ut
t

dt

u

du
dt

ut

uu

du
 

Таким чином маємо: 

Cxu lnln1lnln  , xCu ln1lnln   Cxu 1ln  1ln  Cxu  

 1 Cxeu . 

Повертаємось до початкової змінної 1 Cxe
x

y
 1 Cxxey – загальний 

розв’язок заданого диференціального рівняння 

3) Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

2

2 ххехyy  . 

Розв’язання. Дане рівняння лінійне, а тому, згідно з наведеним вище, 

маємо: 

vuy  , vuvuy   

тоді наше рівняння набуде вигляду:  

2

2 ххехuvvuvu  , 
2

)2( ххехvvuvu  . 

Запишемо систему: 











 .

,02
2ххеvu

хvv
 

Розглянемо кожне з наведених рівняння системи. При цьому сталу 

інтегрування при знаходженні )(хv  покладаємо рівною нулю, так як нас 

цікавить будь-який розв’язок, що відрізняється від нуля. 
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,02  хvv   ,2хvv    ,2хv
dx

dv
   ,2хdx

v

dv
  

,2  хdx
v

dv
  2ln xv     .

2xev   

Тоді друге рівняння системи набуде вигляду: 

2ххеvu  , 
22 хх хееu   , хu  , х

dx

du
 , хdxdu  , 

  хdxdu , .
2

2

C
x

u   

Відповідно, 
2

2

2
xeC

x
vuy 









 . 

4.1) Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

165  xyyy . 

Розв’язання. Загальний розв’язок такого рівняння знаходимо у вигляді:  

ЧНЗОЗН уyy  . 

Спочатку розглянемо відповідне однорідне диференціальне рівняння 

065  yyy , та складемо його характеристичне рівняння 0652  kk , 

корені якого будуть 3,2 21  kk . Звідки можна записати: 

xx
ЗО eCeCy 3

2
2

1  . 

Права частина представлена у вигляді: 

)()( 0 xPexf n
x , де 1)(  xxРn , 0 , 2,1k  (не є коренем 

характеристичного рівняння). 

Тоді частинний розв’язок знаходимо у вигляді: 

BAxyЧН  . 

Для обчислення коефіцієнтів А  та В  знайдемо похідні  

AyЧН  ,  0ЧНy , 

і отримані значення підставляємо у задане рівняння: 

1665  xBAxA . 
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Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях х  та знайдемо невідомі 

коефіцієнти А  та В . 

:x  16 A  
6

1
A  

:0x  165  BA ,  16
6

1
5  B ,  

6

5
16 B ,  

6

11
6 B ,  

36

11
B . 

Тоді 
36

11

6

1
 xВАхyЧН . 

Загальний розв'язок рівняння 
36

11

6

13
2

2
1  xeCeCy xx

ЗН . 

4.2) Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

xxeyyy 22  . 

Розв’язання. Загальний розв’язок такого рівняння знаходимо у вигляді:  

ЧНЗОЗН уyy  . 

Спочатку розглянемо відповідне однорідне диференціальне рівняння 

02  yyy , та складемо його характеристичне рівняння 022  kk , 

корені якого будуть 2,1 21  kk . Отже, 

xx
ЗО eCeCy 2

21   . 

Права частина представлена у вигляді: 

)()( 2 xPexf n
x , де xxРn )( , 2 , 12 kk   (дорівнює одному кореню 

характеристичного рівняння). 

Таким чином частинний розв’язок можна записати у вигляді: 

    хх
ЧН еВхАхеBAxхy 222  . 

Коефіцієнти А  та В  знаходимо вже відомим методом: 

         





 хххх
ЧН еВхАхеВАхеВхАхеВхАхy 2222222 22  

  хеВВхАхАх 22 222  , 

     хх
ЧН еВВхАхАхеВААхy 222 2222224  

  хеВАВхАхАх 22 42484  , 
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      хххх хееВхАхеВВхАхАхеВАВхАхАх 2222222 222242484 

Скоротимо обидві частини хе2 , маємо 

хВхАхВВхАхАхВАВхАхАх  2222242484 222 , 

хВААх  326 , 

0x

x









032:

16:

BA

A
 









.9/1

,6/1

B

A
 

Таким чином, х
ЧН еххy 22

9

1

6

1








 . 

Загальний розв'язок рівняння хxx
ЗН еххeCeCy 222

21
9

1

6

1








  . 

4.3) Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння: 

xyy 2cos159  . 

Розв’язання. Аналогічно попередньому випадку 

ЧНЗОЗН уyy  . 

Знайдемо :ЗОy  

09  yy ,  092 k ,  92 k , ik 32,1     xCxCyЗО 3sin3cos 21   

За правою частиною рівняння складаємо ЧНу : 

 xexf x 2cos15)( 0 , де 2,0   ,  2,120 ki   (не є коренем 

характеристичного рівняння), тоді 

xBxAxBxAeу x
ЧН 2sin2cos)2sin2cos(0  . 

Знайдемо А та В . Для цього запишемо: 

xBxAуЧН 2cos22sin2  , xBxAуЧН 2sin42cos4  . 

Підставимо одержані вирази в задане диференціальне рівняння: 

xxBxAxBxA 2cos152sin92cos92sin42cos4  , тоді 

xxBxA 2cos152sin52cos5  , 

x

x

2sin

2cos









05:

155:

B

A
 









.0

,3

B

A
 

Таким чином, xуЧН 2cos3 , а відповідно: 

xxCxCyЗН 2cos33sin3cos 21  . 
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4. Запитання до підсумкового контролю 

1. Сформулюйте означення первісної та невизначеного інтегралу.  

2. Як пов’язані між собою операція інтегрування та диференціювання? 

3. Дайте геометричне тлумачення невизначеного інтегралу. 

4. Запишіть властивості невизначеного інтегралу. 

5. Запишіть таблицю основних інтегралів. 

6. Як перевірити правильність табличних інтегралів? 

7. Які є основні методи інтегрування?  

8. У чому полягає метод підстановки (заміни змінної) в 

невизначеному інтегралі? 

9. Запишіть формулу інтегрування частинами в невизначеному 

інтегралі. В яких випадках і для яких інтегралів вона застосовується? 

10. Яку функцію називають цілою раціональною або многочленом? 

11. Якій раціональний дріб 
( )

( )
n

m

Р х

Q x
  називається правильним? Наведіть 

приклади.  

12. Якій раціональний дріб 
( )

( )
n

m

Р х

Q x
 називається неправильним? Наведіть 

приклади.  

13. Який вигляд мають елементарні (найпростіші) дроби?  

14. Як здійснюється розклад правильного раціонального дробу на 

елементарні?  

15. Сформулюйте правило інтегрування раціонального дробу. 

16. Інтегрування тригонометричних функцій виду  dxxxR )cos,(sin . 

Запишіть універсальну тригонометричну підстановку. Інтеграли якого типу 

зручно знаходити з її допомогою? 

17. Які підстановки доцільніше використовувати, якщо підінтегральна 

функція непарна відносно sin x  чи cos x , або ж відносно sin x  та cos x  

одночасно? 
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18. Які підстановки слід застосовувати при інтегруванні 

тригонометричних функцій виду sin cosm nx xdx  в залежності від значень 

чисел m  та n ? 

19. Як слід інтегрувати функції виду:   nxdxmx cossin , 

  nxdxmx sinsin , .coscos  nxdxmx  

20. Дайте означення визначеного інтегралу. Розкрийте його 

геометричний зміст. Сформулюйте умови існування визначеного інтегралу. 

21. Запишіть властивості визначеного інтегралу. 

22. Запишіть формулу Ньютона-Лейбніца. Які особливості 

застосування методів заміни змінної та інтегрування частинами у визначеному 

інтегралі? 

23. Дайте означення невласного інтегралу 1-го роду. Коли такі 

інтеграли називаються збіжними,а коли розбіжними? Наведіть формули для їх 

обчислення. 

24. Яку точку функції )(xfy   називають особливою точкою. Дайте 

означення невласного інтегралу 2-го роду. Коли такі інтеграли називаються 

збіжними, а коли розбіжними? Наведіть формули для їх обчислення. 

25. Застосування визначеного інтегралу до обчислення площі плоскої 

фігури та довжини дуги кривої у декартових координатах. 

26. Застосування визначеного інтегралу до обчислення об’єму фігури 

обертання. 

27. Дайте означення функції двох незалежних змінних. Що називають 

областю визначення такої функції? 

28. Дайте означення частинного приросту функції ),( yxfz   за 

змінною х та за змінною у, а також частинних похідних від цієї функції. Які 

особливості їх знаходження на практиці? 

29. Дайте означення повного приросту функції ),( yxfz  . Яка функція 

називається диференційованою в точці М(х,у)? 
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30. Як виражається повний диференціал першого порядку функції 

через її частинні похідні?  

31. Що таке частинні похідні вищих порядків від функції двох змінних? 

Запишіть всі похідні другого порядку від функції ),( yxfz  . Сформулюйте 

теорему про мішані похідні. 

32. Дайте означення повного диференціала другого порядку функції 

двох змінних і укажіть формулу для його знаходження. 

33. Дайте означення дотичної площини та нормалі до поверхні. 

Запишіть формулу для їх знаходження у випадку коли рівняння поверхні задано 

неявно. 

34. Дайте означення похідної за напрямком функції ),,( zyxfu   в 

точці ),,( zyxM . Запишіть формулу для її знаходження та розтлумачте фізичний 

зміст. 

35. Дайте означення градієнта функції ),,( zyxfu   в точці ),,( zyxM . 

Розтлумачте його фізичний зміст. 

36. Дайте означення точки екстремуму (максимуму і мінімуму) функції 

двох змінних.  

37. В чому полягає необхідна умова екстремуму функції двох 

незалежних змінних?  

38. Сформулюйте достатні умови екстремуму функції двох змінних. 

39. Чи може функція ),( yxfz   у критичних точках не мати 

екстремуму? 

40. Що називають звичайним диференціальним рівнянням, розв’язком 

такого рівняння?  

41. Як визначити порядок диференціального рівняння? 

42. Що називають задачею Коші? З яких міркувань записуються 

початкові умови задачі Коші? 

43. Дайте означення диференціального рівняння з відокремлюваними 

змінними. Наведіть методику його інтегрування.  
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44. Дайте означення однорідного диференціального рівняння. Як воно 

зводиться до диференціального рівняння з відокремлюваними змінними? 

45. Дайте означення лінійного диференціального рівняння 1-го 

порядку. Розкрийте метод його розв’язання. 

46. Однорідні та неоднорідні лінійні диференціальні рівняння 2-го 

порядку зі сталими коефіцієнтами. Дайте означення та розкрийте методику 

інтегрування. 
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5. Вимоги щодо виконання, оформлення та здачі контрольної 

роботи. 

Перед виконанням контрольної роботи студент повинен вивчити 

відповідні розділи рекомендованої літератури, а також розглянути приклад 

виконання контрольної роботи, наведений у даних методичних рекомендаціях і 

тільки після цього приступати до виконання контрольної роботи. 

Номер варіанта контрольної роботи визначається порядковим номером 

студента у списку групи. Варіант узгоджується з викладачем під час установчої 

сесії. Виконання студентом іншого варіанту є підставою не зарахувати 

контрольну роботу. 

Розв’язки задач і пояснення до них повинні бути досить детальними і в 

разі необхідності треба наводити графіки і рисунки. 

Кожну контрольну роботу слід виконувати в окремому зошиті, на 

обкладинці якого вказується номер контрольної роботи, прізвище та ініціали 

студента, курс і спеціальність, а також номер залікової книжки і варіант. 

Наприклад: 

Контрольна робота №2 

з дисципліни  

Вища математика 

студента групи КНз – І – 1 

Прізвище Ім’я По-батькові 

Варіант № 15 

Залікова книжка № 123456 

Контрольна робота здається на кафедру вищої математики (УБК, кабінет 

№510, тел. (044) 284-71-09) не пізніше, ніж за тиждень до початку 

екзаменаційної сесії. Після реєстрації на кафедрі вона перевіряється 

викладачем, рецензується і при наявності зауважень і помилок повертається 

студенту на доопрацювання. Контрольна робота, до якої немає зауважень, 

приймається викладачем до подальшого захисту. Студент, що не захистив (а 

тим більше не здав) контрольну роботу не допускається до здачі сесії (заліку чи 

іспиту). 
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Довідковий матеріал 
 

1. Таблиця похідних 
 

1.   )(,0 constCС 


 2.
 
  1

   xx  

3.
 
 

x
x

2

1



 

4.
 

2

11

xx












 

5.   aaa xx ln


 6.   xx ee 


 

7.
 
 

ax
xa

ln

1
log 


 8.

 
 

x
x

1
ln 


 

9.   xx cossin 


 10.   xx sincos 


 

11.
 
 

x
tgx

2cos

1


  12.  
x

ctgx
2sin

1


  

13.

 

 
21

1
arcsin

x
x





 14.

 

 
21

1
arccos

x
x





 

15.
 
 

21

1

x
xarctg




  16.
 
 

21

1

x
xarcctg




  

 
 

 
 

2. Основні правила диференціювання 
Якщо функції )(xu  і )(xv  диференційовані в точці x , тоді в цій точці мають 

місце такі співвідношення: 
1. vuvu  )( . 

2. .)( uvvuuv   

3. ucСu )( , де constС  . 

4. 0)(,
2















xv

v

uvvu

v

u
. 
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3. Таблиця інтегралів 

 

1.   Cxdx  
2.

 
)1(

1

1







nC
x
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3.
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dx
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  C

a

a
dxa

x
x

ln
 

5.   Cedxe xx  6.   Cxxdx cossin  

7.
 

 Cxxdx sincos  8.
 
  Cxtgxdx cosln  

9.   Cxctgxdx sinln  
10. Ctgx

x

dx
 2cos

 

11.
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x

dx
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 12.   C
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x
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2
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13.
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dx 1
22

 

17.  






C

ax

ax

aax

dx
ln

2

1
22

 
 

  CAxx
A

Ax
x

dxAx 222 ln
22

 

  C
a

xa
xa

x
dxxa arcsin

22

2
2222  

 
 
 
 
 
 

4. Формули скороченого множення 
 

1. ))((22 bababa     2. 222 2)( bababa   

3. ))(( 2233 babababa  
  

4. 3233 33)( babababa   
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5. Деякі тригонометричні формули 

1. 1cossin 22     2. 





cos

sin
tg    3. 






sin

cos
ctg  

4. 



2

2

cos

1
1  tg   5. 




2

2

sin

1
1  ctg   6. 1  ctgtg  

7. 





21

2
2

tg

tg
tg


   8. 






2

2

1

1
2cos

tg

tg




   9. 






21

2
2cos

tg

tg


  

10.  2cos22cos1    11.  2sin22cos1   

12.  cossin22sin    13.  22 sincos2cos   
 

 )sin()sin(
2

1
cossin  

 

 )cos()cos(
2

1
coscos  

 

 )cos()cos(
2

1
sinsin    
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Навчальне  видання 
 

 

 

МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ 

до виконання контрольної роботи №2 

з дисципліни «Вища математика» для здобувачів: 

рівень вищої освіти – перший (бакалаврський) 

для студентів заочної форми навчання 

галузь знань 12 «Інформаційні технології» 

спеціальність 122 «Комп’ютерні науки» 

освітньо-професійна програма «Комп’ютерні науки» 

 

 

Укладачі: Людмила ШЕВЧУК  

Наталія ШЛЮНЬ 

Юлія ЗАЄЦЬ 

Людмила ЛЕВКІВСЬКА 

 

 

 

 

 


